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✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✺

✼ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❏❛♠❡s

❉✉♥♥ ✺✽

✶ ❍✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙

❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ❝♦♥t❛✐♥s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✇✐❧❞❧✐❢❡ t❤❛t ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡
❛❞❡❤❛❜✐t❛t ✭❈❛❧❡♥❣❡✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡✲
❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛♥✐♠❛❧s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ❱❍❋ ♦r ●P❙ ❝♦❧❧❛rs✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❤❛❜✐t❛t ❞❛t❛ ✭❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ♠❛♣s✮✳

■ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t ❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉ ✭❈❛❧❡♥❣❡✱ ✷✵✵✺✮ t♦
♠❛❦❡ ❡❛s✐❡r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ❛♥✐♠❛❧s✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t
✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡✹ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ st✉❞✐❡s
♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ✇✐❧❞❧✐❢❡✳

❙✐♥❝❡ ✐ts ✜rst s✉❜♠✐ss✐♦♥ t♦ ❈❘❆◆ ✐♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✹✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❘✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ s♣ ✭P❡❜❡s♠❛ ❛♥❞ ❇✐✈❛♥❞✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡
s♣ ♣r♦✈✐❞❡s ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡ r❡❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ❞❛t❛✳✳✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✺✵ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐♥ ❖❝t✳ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t✱ ✐t
s♦♦♥ ❜❡❝❛♠❡ ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t ❛ r❡s❤❛♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✇❛s ♥❡❡❞❡❞✱ t♦ ♠❛❦❡ ✐ts
❝♦♥t❡♥t ❝❧❡❛r❡r t♦ t❤❡ ✉s❡rs✳ ■ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✏s♣❧✐t✑ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t ✐♥t♦
❢♦✉r ♣❛❝❦❛❣❡s✿

❼ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
❤♦♠❡ r❛♥❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❘✳

❼ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ♣❛❝❦❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❤❛❜✐✲
t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❘✳

❼ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t▲❚ ♣❛❝❦❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥✲
✐♠❛❧s tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❘✳

❼ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t▼❆ ♣❛❝❦❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛♣s
✐♥ ❘✳
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❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t ❛r❡
❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❞❛t❛ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss❡s r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t✳

P❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ❜②

❃ ❧✐❜r❛r②✭❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙✮

✷ ❇❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts

✷✳✶ ❯s❡ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②

❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ❛✐♠s ❛t ♠❛❦✐♥❣ ❡❛s✐❡r t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✇✐❧❞❧✐❢❡✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❤❛❜✐t❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛♥ ❛r❡❛ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✕ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✉r✈✐✈❛❧ ❛♥❞
r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✕ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r❣❛♥✐s♠ ✭❍❛❧❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ st✉❞✐❡s ✐s ♦❢t❡♥ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❡✳❣✳✱ ❜✐♦♠❛ss✱
s❧♦♣❡✮ t❤❛t ♠❛❦❡ ❛ ♣❧❛❝❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐❡s✳

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛❜✐t❛t ❛♥❞ ♥♦♥✲❤❛❜✐t❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐s ♣r❡s❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐s ❛❜s❡♥t✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ s✐t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐s ❛❜s❡♥t ♠❛② ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛ s♣❡❝✐❡s ♠❛② ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ s✐t❡ ✐❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛✐❧❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐t ✭❡✳❣✳
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✮✱ ✐❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐s ❛❜s❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s✐t❡ ♦r ❤✐s✲
t♦r✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❤❛❜✐t❛t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢t❡♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛
s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉s❡❞ s✐t❡s ✭s✐t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐s ♣r❡s❡♥t✮ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ s✐t❡s ✭s✐t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ♣r❡s❡♥❝❡ ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ❜✉t ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t✮✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡✈❡r❛❧ t♦♦❧s ✐♥ t❤✐s ✈✐❣♥❡tt❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
s✉❝❤ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ r❡s♦✉r❝❡ ✉♥✐ts

✭❘❯✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❛ r❛st❡r ♠❛♣✱ ♦r t♦ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r
♠❛♣✱ s❡❡ ▼❛♥❧② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ❢♦r ❛ ❞❡❡♣❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✮✳ ❊❛❝❤ ❘❯
✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡❧❡✈❛t✐♦♥✱ s❧♦♣❡✱ ❜✐♦♠❛ss✱
❡t❝✳✮✳ ■♥ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞

❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ❛t ❤❛♥❞✳

❲❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r ❝❡♥s✉s❡❞✱ ♦r ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢✱ r❡✲
s♦✉r❝❡ ✉♥✐ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐s
t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡s❡ ❘❯s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
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♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡ ❛t ❤❛♥❞ ✭✐t
✐s ♥♦t ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠✮✳ ❊❛❝❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯ ♠❛② ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❘❯ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❘❯s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❤❛❜✐t❛t
♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ♣❛t❝❤❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✭t❤✐s ❛r❡❛ ✐s
t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤t✮✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ❜② t❤❡ s♣❡❝✐❡s✳
❚❤✐s ✉s❡ ♠❛② ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ✭s❡❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏❝✉rr❡♥❝②
♦❢ ✉s❡✑ ❜② ❇✐♥❣❤❛♠ ❛♥❞ ❇r❡♥♥❛♥✱ ✷✵✵✹✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥✐♠❛❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❛ r❛st❡r ♠❛♣✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ ❛
✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ❡✛♦rt ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

✷✳✷ ❚❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❞❡s✐❣♥s

❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✾✸✮ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞②
♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✳

■♥ ❞❡s✐❣♥ ■ st✉❞✐❡s✱ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❡❞❀ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t ✉s❡ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧✲
❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢
s✐t❡s ✭t❤❡ ❘❯s✮ ✐s ❞r❛✇♥ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❡❛❝❤ s✐t❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✉s❡❞ ✐t ✭❡✳❣✳ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥✐♠❛❧s✱ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢❡❝❡s✱
❡t❝✳✮✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ✐s✿

✇❤❡r❡ X ✐s t❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r
t❤❡ N ❘❯s✱ ❛♥❞ a ❛♥❞ u ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
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✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ N ❘❯s✳

■♥ ❞❡s✐❣♥ ■■ st✉❞✐❡s✱ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ♦♥❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥✐♠❛❧s ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤
♦♥❡ ✐s ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐♦✲❝♦❧❧❛r✳ ❚❤❡ ❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ t❤❡♥ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✉s✐♥❣ r❛❞✐♦✲
tr❛❝❦✐♥❣✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t ✉s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✭❡✳❣✳ ❜②
t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ❘❯✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❡❛❝❤ ❘❯ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ❡q✉❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
t♦ ❛❧❧ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❛♥✐♠❛❧s✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✇❤❡r❡ X ✐s t❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r
t❤❡ N ❘❯s✱ a ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
n ❘❯s✱ ❛♥❞ U ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❘❯ ✭r♦✇s✮
❜② t❤❡ K ❛♥✐♠❛❧s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳

■♥ ❞❡s✐❣♥ ■■■ st✉❞✐❡s✱ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ ✉s❡ ❛♥❞ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛❧❧ t❤❡ ❘❯s ❛r❡ ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧ ❛♥✐♠❛❧s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ✈❛r② ❢r♦♠
♦♥❡ ❛♥✐♠❛❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥✐♠❛❧s ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ♦♥ ❛♥
❛r❡❛✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐s ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐♦✲❝♦❧❧❛r✳ ❚❤❡ ❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ t❤❡♥ ♠♦♥✐✲
t♦r❡❞ ✉s✐♥❣ r❛❞✐♦✲tr❛❝❦✐♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ♣✐①❡❧s ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❛❧❧
✐ts r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ✭t❤❡s❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧✮✳ ❚❤❡
✉s❡❞ ❘❯s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡
✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤
❘❯✿
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✇❤❡r❡ Xi ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ Ni ❘❯s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ i✱ ai ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ i✱
❛♥❞ ui ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ i✳

✷✳✸ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥✐❝❤❡

❚❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥✐❝❤❡ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙✳ ❚❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦❢ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ✭✶✾✺✼✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐t ❛s t❤❡ ❤②♣❡r✲
✈♦❧✉♠❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ✈✐❛❜❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❜❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ✭❡✳❣✳ ❈❤❛s❡ ❛♥❞ ▲❡✐❜✲
❤♦❧❞✱ ✷✵✵✸✮✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✐❝❤❡ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✉s ❛s ♠♦st ❡❝♦❧♦❣✐sts
❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐ts
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✐✳❡✳ t♦ st✉❞②
❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ st✉❞②✐♥❣ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❡s ♦♥
❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❡❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ P ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ t❤✐s
❛r❡❛✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❛♣s ❛r❡ r❛st❡r ♠❛♣s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ N ❘❯s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ♠❛♣s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦s♣❡❝t❡❞ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛ s♦
t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❡❝✐❡s✳
❚❤❡ P ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✜♥❡ ❛ P ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦
t❤✐s s♣❛❝❡ ❛s t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ❘❯ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♠❡❛s✉r❡
♦♥ ❡❛❝❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ ❘❯ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦✐♥t
✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡✿
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❖♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♦♥❧② t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭V1, V2, V3✮✱
❜✉t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡
❣r❡② ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❘❯s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛✳ ❆ s✉❜s❡t ♦❢ ❘❯s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✐t❀ r❡❞ ♣♦✐♥ts ♦♥
t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧
s♣❛❝❡ ❛s t❤❡ ✏♥✐❝❤❡✑ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ♦♥ t❤✐s ❛r❡❛✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥✐❝❤❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡✱ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ♠♦❞❡❧ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ st✉❞②
♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❛♥② t♦♦❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙
❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✐❝❤❡
✇✐t❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
❛❧❧♦✇ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✉♥❡q✉❛❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ✉♥❡q✉❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
✇❡✐❣❤ts✱ t❤✐♥❦✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✏♥✐❝❤❡✑ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡ ✭s❛♠❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts
❢♦r ❛❧❧ ✉s❡❞ ❘❯s ❛♥❞ s❛♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s✮ ✐s ❛ ✈❡r②
✉s❡❢✉❧ ✇❛② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙✳

✷✳✹ ▼❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥

❚✇♦ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♥✐❝❤❡✿ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡
s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥✐❝❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✿

❼ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥✲
tr♦✐❞ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠❡❛♥✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡
❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤✐s ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ♣❡r s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞❡s✐❣♥ ■ st✉❞✐❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t②
✈❡❝t♦r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② m = Xtu−Xta✳ ❆♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦

✼



m2 = ||m||2✳

❼ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ yi ❣✐✈✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❘❯ i✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

S2 =

∑N

i=1
ai(yi −

∑N

j=1
aiyi)

2

∑N

i=1
ui(yi −

∑N

j=1
uiyi)2

✇❤❡r❡ ai ❛♥❞ ui ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❘❯ i✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
✇❡✐❣❤ts✳ ❆ str♦♥❣ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s
✐s ❧❛r❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✉s❡❞ ❘❯s✳ ❖r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❛t t❤❡ ♥✐❝❤❡ ✐s ♥❛rr♦✇ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ✇❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤✐s ✈✐❣♥❡tt❡✳

✸ ❉❡s✐❣♥ ■ st✉❞✐❡s

✸✳✶ ❇❛s✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t
s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❞❡s✐❣♥ ■
st✉❞✐❡s ✐s ❜✉✐❧t ❜② ❛ t❛❜❧❡ X ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ ❡❛❝❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯✱ ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs a ❛♥❞ u ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❘❯✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♦✉r ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✽



❊❛❝❤ ❘❯ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✮✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✇❡✐❣❤t ✭✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r a✮ ❛♥❞ ❛♥ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ✭✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r u✮✳ ❚❤❡ s❡t
♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥✐❝❤❡
♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✱ ❛♥❞ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳

❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s
♥♦t❡❞ ❜② ❈❧❡✈❡❧❛♥❞ ✭✶✾✾✸✮✱ ✏❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ♣r♦✲

✈✐❞❡s ❛ ❢r♦♥t ❧✐♥❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ✐♥tr✐❝❛t❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❞❛t❛ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡

❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ✇❛②✳ ❲❡ ❞✐s❝♦✈❡r ✉♥✐♠❛❣✐♥❡❞ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

✐♠❛❣✐♥❡❞ ♦♥❡s✑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❧② ♠✉❧✲
t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐t ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ t♦♦❧s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧✲
②s✐s✱ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st ✏✐♥t❡r❡st✐♥❣✑ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞✳

✾



✸✳✷ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♥✐❝❤❡

✸✳✷✳✶ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●◆❊❙❋❆

❆❧❧ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t ✉s❡ ❛♥❞ ❤❛❜✐t❛t ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ■ st✉❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♥❛♠❡❞ ●❡♥❡r❛❧ ◆✐❝❤❡✲❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❙②st❡♠ ❋❛❝t♦r ❆♥❛❧②s✐s ✭●◆❊❙❋❆✮✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥
❈❛❧❡♥❣❡ ❛♥❞ ❇❛s✐❧❧❡ ✭✷✵✵✽✮✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ♦r t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts✱ ❛s t❤❡
❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛s t❤❡ ❋♦❝✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❖♥❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ✏❞✐st♦rt✑ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ t❛❦❡s ❛ st❛♥❞❛r❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭t❤✐s
✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♥❛♠❡❞ ✏s♣❤❡r✐♥❣✑ t❤❡ ❞❛t❛✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❋♦❝✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐✛❡rs t❤❡ ♠♦st ❢r♦♠ t❤✐s st❛♥❞❛r❞
s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✭❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥♦♥❝❡♥tr❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ✏s♣❤❡r❡❞✑ ❞❛t❛✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋♦❝✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s r♦✇ ✇❡✐❣❤t✮✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s
✜♥❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ♠❛①✐♠✐③❡❞✿

γ1 =

∑N

i=1
fi(yi − ȳr)

2

∑N

i=1
ri(yi − ȳr)2

fi ❛♥❞ ri ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❢♦❝✉s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✕ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦r ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✕ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡✮✳ yi ✐s t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ith ❘❯ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ●◆❊❙❋❆✳ ❆♥❞✱
✜♥❛❧❧②✱ ȳr ✐s t❤❡ ✏r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛♥✑ ♦❢ t❤❡s❡ s❝♦r❡s✱ t❤❛t ✐s✿

ȳr =

N
∑

i=1

riyi

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s b1, b2, ...bp s✉❝❤ t❤❛t✿

❼ yi = b1Xi1 + b2Xi2 + ...+ bpXip

❼

∑p

i=1
b2i = 1

❼ γ1 ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞

❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛①❡s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ●◆❊❙❋❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
✈❡r② ✢❡①✐❜❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
❈❛❧❡♥❣❡ ❛♥❞ ❇❛s✐❧❧❡ ✭✷✵✵✽✮ ❞❡s❝r✐❜❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✶✵



♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ t❤✐s ✈✐❣♥❡tt❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❋✐rst ❧♦❛❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❜❛✉❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡
❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙✿

❃ ❞❛t❛✭❜❛✉❣❡s✮

❃ ♥❛♠❡s✭❜❛✉❣❡s✮

❬✶❪ ✧♠❛♣✧ ✧❧♦❝s✧

❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ ✼ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❇❛✉❣❡s
▼♦✉♥t❛✐♥s ✭❋r❡♥❝❤ ❆❧♣s✮✿

❃ ♠❛♣ ❁✲ ❜❛✉❣❡s✩♠❛♣

❃ ♠✐♠❛❣❡✭♠❛♣✮

❚❤❡ ♠❛♣s ❛r❡ st♦r❡❞ ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss ❙♣❛t✐❛❧P✐①❡❧s❉❛t❛❋r❛♠❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ s♣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✾✽
❝❤❛♠♦✐s ❣r♦✉♣s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ✈♦❧✉♥t❡❡rs ❛♥❞ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧s ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s
❋r❡♥❝❤ ✇✐❧❞❧✐❢❡ ❛♥❞ ❢♦r❡st ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❢r♦♠ ✶✾✾✹ t♦ ✷✵✵✹✿

❃ ✐♠❛❣❡✭♠❛♣✮

❃ ❧♦❝s ❁✲ ❜❛✉❣❡s✩❧♦❝s

❃ ♣♦✐♥ts✭❧♦❝s✱ ♣❝❤❂✸✮

✶✶



❚❤❡s❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ st♦r❡❞ ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss ❙♣❛t✐❛❧P♦✐♥ts❉❛t❛❋r❛♠❡
❢r♦♠ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ s♣✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣✱ ❜② ♥✉♠❜❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❤❛♠♦✐s ❣r♦✉♣s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧
♦❢ t❤❡ ♠❛♣✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t✳♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡
❛❞❡♠❛♣s✿

❃ ❝♣ ❁✲ ❝♦✉♥t✳♣♦✐♥ts✭❧♦❝s✱ ♠❛♣✮

❇❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❝♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡② ❛❧❧
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ✭✐✳❡✳✱ 1

N
✮✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ✏✉♥s♣❛t✐❛❧✐③❡✑ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞

❡❧❡♠❡♥ts✿

❃ t❛❜ ❁✲ s❧♦t✭♠❛♣✱ ✧❞❛t❛✧✮

❃ ♣r ❁✲ s❧♦t✭❝♣✱ ✧❞❛t❛✧✮❬✱✶❪

❚❤❡s❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡✿

❼ t❛❜✿ ❛ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥
❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣❀

❼ ♣r✿ ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧❀

❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦♥ t❤❡ ❛r❡❛✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s✿

❃ ❤✐st♥✐❝❤❡✭t❛❜✱ ♣r✮

✶✷



❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❤✐st♦❣r❛♠s s❤♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❣r❡② ❤✐st♦❣r❛♠s s❤♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✉s❡❞ ❘❯s✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛
str♦♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❤✐❣❤ ❣r❛ss ❝♦✈❡r✱ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❢❛❧❧❡♥
r♦❝❦s ❛♥❞ ❧♦✇ ❞❡❝✐❞✉♦✉s ❝♦✈❡r✳ ▲❡t ✉s ♣❡r❢♦r♠ ❛ ●◆❊❙❋❆ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡s❡
str✉❝t✉r❡s✳

✸✳✷✳✷ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞✉❞✐✳✯ ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ ✉s❡ ❢♦r t❤✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣♥❡s❢❛✿

❃ ❛r❣s✭❣♥❡s❢❛✮

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞✉❞✐✱ ❋♦❝✉s✱ ❘❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❝❡♥t❡r✐♥❣ ❂ ❝✭✧s✐♥❣❧❡✧✱ ✧t✇✐❝❡✧✮✱

s❝❛♥♥❢ ❂ ❚❘❯❊✱ ♥❢❋✐rst ❂ ✷✱ ♥❢▲❛st ❂ ✵✮

◆❯▲▲

❚❤❡ ❤❡❧♣ ♣❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐t t❛❦❡s ❛s ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥
♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss ❞✉❞✐✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡✹ ✭❈❤❡ss❡❧ ❡t ❛❧✳
✷✵✵✹✮✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s
♣❛❝❦❛❣❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡✹ ❛s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②

st❡♣ t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛ t❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ✉s✿

❼ ❞✉❞✐✳♣❝❛✿ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡
♣❛ss❡❞ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t❀

❼ ❞✉❞✐✳❛❝♠✿ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡
♣❛ss❡❞ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ✭❚❡♥❡♥❤❛✉s ❛♥❞ ❨♦✉♥❣✱ ✶✾✽✺✮❀

✶✸



❼ ❞✉❞✐✳❤✐❧❧s♠✐t❤✿ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❍✐❧❧✲❙♠✐t❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡ ♣❛ss❡❞
❛s ❛r❣✉♠❡♥t ✭❍✐❧❧ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✶✾✼✻✮❀

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉❞✐✳♣❝❛ ✐s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
❞❛t❛✳❢r❛♠❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉❞✐✳❛❝♠ ✐s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳❢r❛♠❡ ❛r❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉❞✐✳❤✐❧❧s♠✐t❤ ✭♦r✱
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❞✉❞✐✳♠✐①✮ ✐s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✳❢r❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ t②♣❡s
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t♦ t❤❡ ●◆❊❙❋❆✱ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ s❝❛❧❡ t❤❡ t❛❜❧❡ s✉✐t❛❜❧② ✭s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡
s❛♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✉❞✐✳❤✐❧❧s♠✐t❤ ♦♥ ❛ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛♥❞ ❛ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ ❢♦✉r ❧❡✈❡❧s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t♦r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t ✐♥
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❈❤❡ss❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ❣✐✈❡ ❛ ❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞✉❞✐✳✯ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✉❞✐✳✯ ✐s ❛ ❧✐st ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✩t❛❜ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ t❛❜❧❡ s❝❛❧❡❞ ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛②✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✩❝✇ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣♥❡s❢❛ ♦♥❧② ✉s❡s t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✩❧✇ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❘❡♠❛r❦ ✿ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s❡s ✭t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛tt❡r♥s ♦♥ t❤❡ st✉❞②
❛r❡❛✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✮✳
❚❤❡ ❞✉❞✐✳✯ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ✉s❡ ✐s ❛❧r❡❛❞②
❞❡t❛✐❧❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✭❡✳❣✳ ❈❤❡ss❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹✮✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡♠
✐♥ t❤✐s ✈✐❣♥❡tt❡✳

❇❛❝❦ t♦ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✿ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉❞✐✳♣❝❛ t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡
t❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝ ✭✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s
t♦ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ s❝❛❧❡ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❡✮✿

❃ ♣❝ ❁✲ ❞✉❞✐✳♣❝❛✭t❛❜✱ s❝❛♥♥❢❂❋❆▲❙❊✮

✸✳✷✳✸ ❚❤❡ ❋❆◆❚❊❘

❲❡ ♥♦✇ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ●◆❊❙❋❆✳ ❲❡ ✜rst ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ♦r ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts✮ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❛s t❤❡ ❋♦❝✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱
t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡✿

❼ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❂ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②

❼ ❋♦❝✉s ❂ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✶✹



❚❤❡ ●◆❊❙❋❆✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦
♥❛♠❡❞ ❋❆◆❚❊❘ ✭❋❛❝t♦r ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ◆✐❝❤❡✱ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s t❤❡
❘❡❢❡r❡♥❝❡✮✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✿

❃ ❣♥ ❁✲ ❣♥❡s❢❛✭♣❝✱ ❋♦❝✉s ❂ ♣r✮

❙❡❧❡❝t t❤❡ ❢✐rst ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛①❡s ✭❃❂✶✮✿ ✶

❙❡❧❡❝t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛①❡s ✭❃❂✵✮✿ ✶

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s❦s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❛①❡s t♦
❝❤♦♦s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞
t❤❡ ❋♦❝✉s ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✜rst ❛①❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❛①❡s ♦❢ t❤❡
●◆❊❙❋❆ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst ❛①❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ✐s t❤❡ ❢✉rt❤❡st ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✐s str♦♥❣❀ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ γ1 ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✮✳
❚❤❡ ❧❛st ❛①❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✭t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s
str♦♥❣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ γ1 ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❛r♣❧♦t
s❤♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✿

◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❝❧❡❛r ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢❛✐❧s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❝❧❡❛r ♣❛tt❡r♥ ❤❡r❡✳✳✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❛r♣❧♦t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✶✴❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ s❡❡ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t✲
t❡r♥s ♦♥ t❤❡ ❧❛st ❛①❡s✿

✶✺



◆♦ ❝❧❡❛r ♣❛tt❡r♥ ❛♣♣❡❛rs ♦♥ t❤❡ ❧❛st ❛①❡s ✭♥♦ ❝❧❡❛r ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ✶✴❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✮✳✳✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❍❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡s✉❧ts✿

❃ ❣♥

●◆❊❙❋❆

✩❝❛❧❧✿ ❣♥❡s❢❛✭❞✉❞✐ ❂ ♣❝✱ ❋♦❝✉s ❂ ♣r✱ s❝❛♥♥❢ ❂ ❋❆▲❙❊✱ ♥❢❋✐rst ❂ ✶✱ ♥❢▲❛st ❂ ✶✮

✩❝❡♥t❡r✐♥❣✿ s✐♥❣❧❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✿ ✶✳✻✶✺ ✶✳✹✺✶ ✶✳✶✺✸ ✶✳✵✼✽ ✵✳✾✾✶✼ ✳✳✳

✩♥❢❋✐rst✿ ✶ ❢✐rst ❛①❡s s❛✈❡❞

✩♥❢▲❛st✿ ✶ ❧❛st ❛①❡s s❛✈❡❞

✈❡❝t♦r ❧❡♥❣t❤ ♠♦❞❡ ❝♦♥t❡♥t

✶ ✩❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✹✻✷✽ ♥✉♠❡r✐❝ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✷ ✩❋♦❝✉s ✹✻✷✽ ♥✉♠❡r✐❝ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ ❢♦❝✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✸ ✩❡✐❣ ✼ ♥✉♠❡r✐❝ ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥

❞❛t❛✳❢r❛♠❡ ♥r♦✇ ♥❝♦❧ ❝♦♥t❡♥t

✶ ✩t❛❜ ✹✻✷✽ ✼ ♠♦❞✐❢✐❡❞ ❛rr❛②

✷ ✩❧✐ ✹✻✷✽ ✷ r♦✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✸ ✩❧✶ ✹✻✷✽ ✷ r♦✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭✈❛r✐❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ✩❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❂✶✮

✹ ✩❝♦ ✼ ✷ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✺ ✩❝♦r ✼ ✷ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛①❡s

❏✉st ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♥✐❝❤❡ ♦♥ t❤❡
❢❛❝t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✿

❃ s❝❛tt❡r♥✐❝❤❡✭❣♥✩❧✐✱ ♣r✱ ♣ts❂❚❘❯❊✮

✶✻



❚❤❡ ❣r❡② ♣♦✐♥ts s❤♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❯s ✭❤❡r❡ t❤❡ ♣✐①❡❧s✮ ♦♥ t❤❡
❛①❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❘❯s ✉s❡❞ ❜② t❤❡
❝❤❛♠♦✐s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡
♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❛①❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢❛✐❧s
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② ✐♥t❡st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✸✳✷✳✹ ❚❤❡ ▼❆❉■❋❆ ❛♥❞ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s

❇✉t ♥♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❛t ✐s✿

❼ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❂ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❼ ❋♦❝✉s ❂ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛st ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣
s♦ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ✭s❡❡ ❈❛❧❡♥❣❡ ❛♥❞ ❇❛s✐❧❧❡ ✷✵✵✽✮✿

❃ ❣♥✷ ❁✲ ❣♥❡s❢❛✭♣❝✱ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❂ ♣r✮

❙❡❧❡❝t t❤❡ ❢✐rst ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛①❡s ✭❃❂✶✮✿ ✷

❙❡❧❡❝t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛①❡s ✭❃❂✵✮✿ ✵

✶✼



■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡
✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ str♦♥❣ ♣❛tt❡r♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡
♥✐❝❤❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠♦✐s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✿

❃ s❝❛tt❡r♥✐❝❤❡✭❣♥✷✩❧✐✱ ♣r✮

❲❤❡r❡❛s t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✭❛s
✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐t ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✮✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② s❦❡✇❡❞
t♦✇❛r❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛①✐s✳ ❲❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛①✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦
✐t✿

✶✽



❃ s✳❛rr♦✇✭❣♥✷✩❝♦✮

❚❤❡ ❣r❛ss ❝♦✈❡r s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠♦✐s✱ ❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t✱ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❋❛❧❧❡♥
❘♦❝❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛ ✭❣r❛ss ❛♥❞
❢❛❧❧❡♥ r♦❝❦s ♦❝❝✉r ❛t ❤✐❣❤ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❞❡❝✐❞✉♦✉s ❝♦✈❡r ♦❝❝✉rs ❛t ❧♦✇
❡❧❡✈❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ♠❛② r❡♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐✣❝✉❧t ✐♥ ❛♥
❡①♣❧♦r❛t♦r② ❝♦♥t❡①t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛①❡s
♦❢ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ●◆❊❙❋❆✿

❃ s✳❛rr♦✇✭❣♥✷✩❝♦r✮

✶✾



❲❡ ♥♦✇ s❡❡ ✇❤② ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛② ♣♦s❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✿ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛ss ❝♦✈❡r✱
t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝✐❞✉♦✉s ❝♦✈❡r✳ ❚❤✐s ❞✐❞ ♥♦t
❛♣♣❡❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝✐❞✉♦✉s
❡✈❡♥ ❤❛❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✦✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛r❡❛s ❛t ❧♦✇ ❡❧❡✈❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❝✐❞✉♦✉s ❝♦✈❡r ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❣r❛ss ❝♦✈❡r✱ ❛♥❞✱ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t✱ ✇✐t❤
❛ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❢❛❧❧❡♥ r♦❝❦s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡❛s ❛r❡ r❛r❡❧② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♠♦✐s✱ ✇❤✐❝❤
♣r❡❢❡rs ❛r❡❛ ❛t ❤✐❣❤ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❣r❛ss ❝♦✈❡r ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢❛❧❧❡♥ r♦❝❦s✳

❘❡♠❛r❦ ✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❣r❡❛t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ✭✇❡
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♠♦✐s ❧✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥s✦✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t
✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❜❡❡♥ s❧✐❣❤t❧② ❞❡str♦②❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❝♦♣②r✐❣❤t
✭❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✱ s❡❡ ❈❛❧❡♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❞❛t❛s❡t ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦r t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
❛s t❤❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ●◆❊❙❋❆ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❢♦❝✉s

✐s ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ ▼❆❉■❋❆ ✭▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❉✐st❛♥❝❡s ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❈❛❧❡♥❣❡ ❡t
❛❧✳ ✷✵✵✽✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛❞✐❢❛

✭s❡❡ t❤❡ ❤❡❧♣ ♣❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✮✿

❃ ✭♠❛❞ ❁✲ ♠❛❞✐❢❛✭♣❝✱ ♣r✱ s❝❛♥❂❋❆▲❙❊✮✮

▼❆❉■❋❆

✩❝❛❧❧✿ ♠❛❞✐❢❛✭❞✉❞✐ ❂ ♣❝✱ ♣r ❂ ♣r✱ s❝❛♥♥❢ ❂ ❋❆▲❙❊✮

❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s✿ ✹✳✹✶✶ ✶✳✺ ✶✳✷✷✶ ✵✳✾✾✽✸ ✵✳✽✽✵✹ ✳✳✳

✩♥❢✿ ✷ ❛①❡s s❛✈❡❞

✈❡❝t♦r ❧❡♥❣t❤ ♠♦❞❡ ❝♦♥t❡♥t

✶ ✩♣r ✹✻✷✽ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r❡s❡♥❝❡

✷ ✩♠❛❤❛s✉ ✹✻✷✽ ♥✉♠❡r✐❝ sq✉❛r❡❞ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s

✸ ✩❧✇ ✹✻✷✽ ♥✉♠❡r✐❝ r♦✇ ✇❡✐❣❤ts

✹ ✩❝✇ ✹✻✷✽ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts

✺ ✩❡✐❣ ✼ ♥✉♠❡r✐❝ ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s

❞❛t❛✳❢r❛♠❡ ♥r♦✇ ♥❝♦❧ ❝♦♥t❡♥t

✶ ✩t❛❜ ✹✻✷✽ ✼ ♠♦❞✐❢✐❡❞ ❛rr❛②

✷ ✩❧✐ ✹✻✷✽ ✷ r♦✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✸ ✩❧✶ ✹✻✷✽ ✷ r♦✇ ♥♦r♠❡❞ s❝♦r❡s ✭✈❛r✐❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ✩♣r ❂ ✶✮

✹ ✩❝♦ ✼ ✷ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✺ ✩❝♦r ✼ ✷ ❝♦r✭❤❛❜✐t❛t ✈❛r✳✱ s❝♦r❡s✮ ❢♦r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣♥❡s❢❛✿

✷✵



❃ ♠❛❞✩❡✐❣

❬✶❪ ✹✳✹✶✵✺✺✶✹ ✶✳✺✵✵✸✻✽✼ ✶✳✷✷✶✹✹✵✾ ✵✳✾✾✽✸✹✾✽ ✵✳✽✽✵✹✷✻✹ ✵✳✼✻✵✽✻✶✷ ✵✳✻✶✾✶✶✵✹

❃ ❣♥✷✩❡✐❣

❬✶❪ ✹✳✹✶✵✺✺✶✹ ✶✳✺✵✵✸✻✽✼ ✶✳✷✷✶✹✹✵✾ ✵✳✾✾✽✸✹✾✽ ✵✳✽✽✵✹✷✻✹ ✵✳✼✻✵✽✻✶✷ ✵✳✻✶✾✶✶✵✹

❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛❞✐❢❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❢✉❧❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✿

❃ ♣❧♦t✭♠❛❞✱ ♠❛♣✮

❚❤✐s ✜❣✉r❡ ♣r❡s❡♥ts✿

❼ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s❀

❼ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s❀

❼ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♥✐❝❤❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❛①❡s❀

❼ t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮❀

❼ t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s❀

❼ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s❀

✷✶



❼ t❤❡ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ ♦♥ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❘❡♠❛r❦ ✿ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡ ▼❆❉■❋❆ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts
❢♦r ❛❧❧ ❘❯s ✇❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛❞✐❢❛ ✐s ✉s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❡q✉❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ♣r♦❝❡❡❞✱ t❤❡ ✉s❡r s❤♦✉❧❞
♣❛ss t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❛s r♦✇ ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉❞✐✳✯

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣ ✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡
❤❛❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♥❛♠❡❞ ❛✈✳✇ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❘❯s✱ t❤❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② P❈❆ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❞❡✿

❃ ♣❝ ❁✲ ❞✉❞✐✳♣❝❛✭t❛❜✱ r♦✇✳✇ ❂ ❛✈✳✇✱ s❝❛♥♥❢❂❋❆▲❙❊✮

✭♥♦t ❡①❡❝✉t❡❞ ❤❡r❡✮✳

❚❤❡ ▼❆❉■❋❆✱ ❛s ✐ts ♥❛♠❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈❧❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ✐♥ ❊❝♦❧♦❣②✳ ❚❤❡②
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s✉✐t❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤✐s ♣✐①❡❧ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s✳ ❆ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡s❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②✿

❃ ▼❉ ❁✲ ♠❛❤❛s✉❤❛❜✭♠❛♣✱ ❧♦❝s✮

❃ ✐♠❛❣❡✭▼❉✮

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤✐s ♠❛♣ ✐s ✈❡r② ♥♦✐s②✳ ❚❤❡ ▼❆❉■❋❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦
r❡♠♦✈❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♥♦✐s❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ▼❆❉■❋❆ ✜♥❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ sq✉❛r❡❞ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✭t❤✐s ✐s

✷✷



t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ γ1 ✇❤❡♥ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡✮✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞✲r❛♥❦ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ t❤✐s ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱
t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛①❡s
♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛ ♠❛♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛①✐s✿

❃ ❘▼❉✶ ❁✲ ❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❘▼❉✶❂♠❛❞✩❧✐❬✱✶❪❫✷✮

❃ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✭❘▼❉✶✮ ❁✲ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✭♠❛♣✮

❃ ❣r✐❞❞❡❞✭❘▼❉✶✮ ❁✲ ❚❘❯❊

❃ ✐♠❛❣❡✭❘▼❉✶✮

❚❤✐s ♠❛♣ ✐s ♠✉❝❤ ❝❧❡❛r❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ✐❧❧✉s✲
tr❛t✐♦♥✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ r❡❞✉❝❡❞ r❛♥❦ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❛①❡s✿

❃ ❘▼❉✷ ❁✲ ❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❘▼❉✷ ❂ ❛♣♣❧②✭♠❛❞✩❧✐❬✱✶✿✷❪✱ ✶✱ ❢✉♥❝t✐♦♥✭①✮ s✉♠✭①❫✷✮✮✮

❃ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✭❘▼❉✷✮ ❁✲ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✭♠❛♣✮

❃ ❣r✐❞❞❡❞✭❘▼❉✷✮ ❁✲ ❚❘❯❊

❃ ✐♠❛❣❡✭❘▼❉✷✮

✷✸



❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ♠❛♣ ✐s ♠♦r❡ ♥♦✐s② t❤❛♥ t❤❡ ✜rst✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❦❡❡♣ t❤❡ ✜rst ♦♥❡
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✳

▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ▼❆❉■❋❆ ❛♥❞ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡❧♣
♣❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛❞✐❢❛ ❛♥❞ ❣♥❡s❢❛✳

✸✳✷✳✺ ❚❤❡ ❊◆❋❆

❚❤❡ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥✐❝❤❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍✐r③❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮
❢♦r ❤❛❜✐t❛t s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♠❛♣♣✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❇❛s✐❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥✐❝❤❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ❋✐rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦r ✭❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐✲
❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✮❀

❼ ❚❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ❘❯s ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✲
✐t② ✈❡❝t♦r❀

❼ ❋✐♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s✉❜s♣❛❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭r❛t✐♦ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ✴ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✮ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st✳ ❚❤❡s❡ ❛①❡s ❛r❡ ♥❛♠❡❞ ✏s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❛①❡s✑

✷✹



❇❛s✐❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❊◆❋❆ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ●◆❊❙❋❆✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥
t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
t❛❜❧❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❊◆❋❆✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ❘❡❢❡r✲
❡♥❝❡ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧❛st ❛①❡s
♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥❀ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜rst ❛①❡s ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❊◆❋❆ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥❢❛ ♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣♥❡s❢❛✿

❃ ❡♥✶ ❁✲ ❡♥❢❛✭♣❝✱ ♣r✱ s❝❛♥❂❋❆▲❙❊✮

❃ ❣♥✸ ❁✲ ❣♥❡s❢❛✭♣❝✱ ❘❡❢❡r❡♥❝❡❂♣r✱ s❝❛♥❂❋❆▲❙❊✱ ❝❡♥t❡r✐♥❣❂✧t✇✐❝❡✧✮

❃ ❡♥✶✩s

❬✶❪ ✶✳✺✹✽✽✸✺✶ ✶✳✷✺✺✼✷✾✸ ✵✳✾✾✾✻✽✾✷ ✵✳✽✽✶✽✵✷✻ ✵✳✼✼✸✽✷✶✷ ✵✳✻✶✾✶✶✽✽

❃ ❣♥✸✩❡✐❣

❬✶❪ ✶✳✺✹✽✽✸✺✶ ✶✳✷✺✺✼✷✾✸ ✵✳✾✾✾✻✽✾✷ ✵✳✽✽✶✽✵✷✻ ✵✳✼✼✸✽✷✶✷ ✵✳✻✶✾✶✶✽✽

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

❃ ❜❛r♣❧♦t✭❡♥✶✩s✮

❚❤❡ ❊◆❋❆ ❢❛✐❧s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ❊◆❋❆ ✐s ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✐♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❊◆❋❆✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛①❡s ✭s❡❡ ❇❛s✐❧❧❡ ❡t ❛❧✳

✷✺



✷✵✵✽✮✳

❇❛s✐❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❜✐♣❧♦t ✭●❛❜r✐❡❧✱ ✶✾✼✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇
❜♦t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❘❯ s❝♦r❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t②
✈❡❝t♦r ✭❳ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛♥② s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ✭❨ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❜✐♣❧♦t ❝❛♥
❜❡ ❞r❛✇♥ ❜②✿

❃ s❝❛tt❡r✭❡♥✶✮

❚❤✐s ❜✐♣❧♦t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❊◆❋❆✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ❣r❡② ♣♦❧②❣♦♥ s❤♦✇s t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡❞ ❘❯s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧✐❣❤t ❣r❡② ♣♦❧②❣♦♥ ❞✐s♣❧❛②s
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s✳ ❚❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t②
❛①✐s ✭t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts
✕ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② ❛ ❞♦t ✕ ✐s t❤❡ ❢✉rt❤❡st ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❡✐❣❤ts ✕ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛①❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ✐s t❤❡ ✜rst s♣❡❝✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ✭t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❊◆❋❆ ❢❛✐❧❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤ ✭✐t ✐s ❝❧❡❛r ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❣✉r❡ t❤❛t t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✐❝❤❡ ♦♥ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s✮ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛tt❡r♥
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✭✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ▼❆❉■❋❆✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛①✐s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊◆❋❆ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡t✉r♥❡❞ ❜②
t❤❡ ▼❆❉■❋❆✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛①✐s ✐s str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst
❛①✐s ♦❢ t❤❡ ▼❆❉■❋❆✿

❃ ♣❧♦t✭♠❛❞✩❧✐❬✱✶❪✱ ❡♥✶✩❧✐❬✱✶❪✱ ①❧❛❜❂✧❋✐rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ▼❆❉■❋❆✧✱

✰ ②❧❛❜❂✧▼❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛①✐s✧✮

✷✻



❘❡♠❛r❦ ✿ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡ ❊◆❋❆ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❢♦r
❛❧❧ ❘❯s ✇❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥❢❛ ✐s ✉s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❡q✉❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ♣r♦❝❡❡❞✱ t❤❡ ✉s❡r s❤♦✉❧❞ ♣❛ss t❤❡
✈❡❝t♦r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❛s r♦✇ ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉❞✐✳✯ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ ❛ ✈❡❝t♦r
♥❛♠❡❞ ❛✈✳✇ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❘❯✱ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
P❈❆ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❞❡✿

❃ ♣❝ ❁✲ ❞✉❞✐✳♣❝❛✭t❛❜✱ r♦✇✳✇ ❂ ❛✈✳✇✱ s❝❛♥♥❢❂❋❆▲❙❊✮

✭♥♦t ❡①❡❝✉t❡❞ ❤❡r❡✮✳

✸✳✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ●◆❊❙❋❆

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❛♥❛❧②s❡s t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ●◆❊❙❋❆
♦❢t❡♥ r❡t✉r♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛s ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ ❜② ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❛s t❤❡ ❋♦❝✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭t❤❡ ❋❆◆❚❊❘✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❡r❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❋❆◆❚❊❘ t❡♥❞s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①❡s ❛♥❞ t❤❡
s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛st ❛①❡s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❛❦❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❢♦r ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡t❛✐❧s✱ s❡❡ ❈❛❧❡♥❣❡ ❛♥❞
❇❛s✐❧❧❡✱ ✷✵✵✽✮✳

❚❤❡ ▼❆❉■❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ str♦♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊◆❋❆ ✐♥❞✐✲
❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛①✐s✳ ❙♦✱ ✇❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✇❤②
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❋❆◆❚❊❘✳✳✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ♦♥ t❤❡ ✜rst
❛①✐s ♦❢ t❤❡ ▼❆❉■❋❆✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ str♦♥❣✳
❚❤❛t ✐s✱ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛①✐s✱ t❤❡ r❛t✐♦ ✭✉s❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✴✭❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮
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✐s ✈❡r② ❧♦✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧✲
✐t②✮ ❛r❡ str♦♥❣✱ t❤❡ ❋❆◆❚❊❘ ❢❛✐❧s t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜②
t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s✳✳✳ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② ♣❛tt❡r♥✳ ❇② ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛①✐s✱ t❤❡ ❊◆❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ✭t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡s✮✱ t❤❡ ▼❆❉■❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❲❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t t❤❡ ❋❆◆❚❊❘ ✐s ✉s❡❧❡ss✳
❊❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t s❤❛r❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❋❆◆❚❊❘ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
❜✐♠♦❞❛❧ ♥✐❝❤❡s ✭❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❈❛❧❡♥❣❡ ❛♥❞ ❇❛s✐❧❧❡ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ▼❆❉■❋❆ ✐s
t❤❡ ♦♥❧② ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❊◆❋❆ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❛♥❛❧②s✐s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣
❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡
t❤r❡❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳

✸✳✷✳✼ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏❛♠❡s ❉✉♥♥

❉✉r✐♥❣ ❛♥ ❡✲♠❛✐❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▼❆❉■❋❆✱ ❏❛♠❡s ❉✉♥♥ ✭❢♦r♠❡r❧②
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❆r❦❛♥s❛s✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞✱ ✇❡ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✭✇✐t❤ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Pr✳ ❉✉♥♥✮✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s
✜♥❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡

❞❛t❛ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ r❛t✐♦✿

❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❛❝t✉❛❧❧②✱ ✐t ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛t ❛❧❧✦✮✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡
s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ str♦♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤✐s ❛♥❛❧✲
②s✐s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦❣r❛♠❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉♥♥❢❛ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡
❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✭②❡t✮ ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ ✉♥❡q✉❛❧
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ ❘❯s✳ ❲❡ ❝❛♥ tr② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❜❛✉❣❡s

❞❛t❛s❡t✿

❃ ❞✉♥ ❁✲ ❞✉♥♥❢❛✭♣❝✱ ♣r✱ s❝❛♥♥❂❋❆▲❙❊✮

❍❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✿

❃ ❜❛r♣❧♦t✭❞✉♥✩❡✐❣✮

✷✽



❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳
❚❤❡ ✜rst ❛①✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣r❡ss❡s ❛ ❝❧❡❛r ♣❛tt❡r♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡
♥✐❝❤❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ♦♥ t❤✐s ✜rst ❛①✐s✿

❃ ❤✐st♥✐❝❤❡✭❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❞✉♥✩❧✐❆❬✱✶❪✮✱ ♣r✱ ♠❛✐♥❂✧❋✐rst ❆①✐s✧✮

❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❤✐st♦❣r❛♠ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❣r❡② ❤✐st♦❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❘❯s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t t❤❡ ♥✐❝❤❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② s❦❡✇❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s✿ t❤❡ ❝❤❛♠♦✐s
s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛①✐s✳

✷✾



❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ●◆❊❙❋❆✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❧❛tt❡r✿

❃ s✳❛rr♦✇✭❞✉♥✩❝♦r✮

❲❡ ✜♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ▼❆❉■❋❆
❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❊◆❋❆✳ ❚❤❡r❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ▼❆❉■❋❆ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✿

❃ ♣❧♦t✭❞✉♥✩❧✐❆❬✱✶❪✱ ♠❛❞✩❧✐❬✱✶❪✱ ①❧❛❜❂✧❉❯◆◆❋❆ ✶✧✱ ②❧❛❜❂✧▼❆❉■❋❆ ✶✧✮

✸✵



◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❉❯◆◆❋❆ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ r❡❞✉❝❡❞ r❛♥❦s ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡s ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮✳ Pr❡s❡♥t❧②✱ t❤❡ ❉❯◆◆❋❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥❧②
❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✳❢r❛♠❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞✉❞✐✳✯

❛♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❞✐✳♣❝❛✮✳

✸✳✸ ❖♥❡ ✇♦r❞ ❛❜♦✉t ❤❛❜✐t❛t s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ s❡❡♥ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❛♣
❤❛❜✐t❛t s✉✐t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ s♣❡❝✐❡s✿ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ✭❈❧❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸✱
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❛❤❛s✉❤❛❜✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ r❛♥❦s ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ✭❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ▼❆❉■❋❆ ♦r t❤❡ ❉❯◆◆❋❆✮✳

❲❡ ♥♦✇ str❡ss t❤❛t t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ✐s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣✉r♣♦s❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❢♦r ❡①♣❧♦r❛t♦r② ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
♠❛♥② ♣❛❝❦❛❣❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❤❛❜✐t❛t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❘ ✭s❡❡ t❤❡ ❈❘❆◆ ❚❛s❦ ✈✐❡✇✿
❤tt♣✿✴✴❝r❛♥✳r♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴✇❡❜✴✈✐❡✇s✴❊♥✈✐r♦♥♠❡tr✐❝s✳❤t♠❧✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤✲
♦❞s ✐♥ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛❜✐t❛t s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♠❛♣♣✐♥❣ ❛r❡ t❤❡r❡ ❛s ❛ r❡❝♦❣✲
♥✐t✐♦♥ t❤❛t ✈✐s✉❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♠❛♣s ♠❛② ❜r✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s
❛t ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐s✲
t❛♥❝❡s✱ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❧② t❤❡ ❉❖▼❆■◆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
s✉❝❤ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❈❛r♣❡♥t❡r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✮✳

✸✳✹ ❲❤❡♥ ❤❛❜✐t❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s

❆ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❤❛❜✐t❛t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐t❛t ❝❛t❡❣♦r② ❜② t❤❡ s♣❡❝✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛✳ ❉❡✜♥❡ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❘
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝✉t✮✿

❃ ❡❧❡✈ ❁✲ ♠❛♣❬✱✶❪

❃ ❛✈ ❁✲ ❢❛❝t♦r✭❝✉t✭s❧♦t✭❡❧❡✈✱ ✧❞❛t❛✧✮❬✱✶❪✱ ✹✮✱

✰ ❧❛❜❡❧s❂❝✭✧▲♦✇✧✱✧▼❡❞✐✉♠✧✱✧❍✐❣❤✧✱✧❱❡r② ❍✐❣❤✧✮✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ✐s✿

❃ ✭t❛✈ ❁✲ t❛❜❧❡✭❛✈✮✮

❛✈

▲♦✇ ▼❡❞✐✉♠ ❍✐❣❤ ❱❡r② ❍✐❣❤

✶✼✼✺ ✶✻✺✼ ✾✾✺ ✷✵✶

▲❡t ✉s ♠❛♣ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✿

❃ s❧♦t✭❡❧❡✈✱ ✧❞❛t❛✧✮❬✱✶❪ ❁✲ ❛s✳♥✉♠❡r✐❝✭❛✈✮

❃ ✐♠❛❣❡✭❡❧❡✈✮

✸✶



◆♦✇✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐t❛t ❝❧❛ss ❜② t❤❡ ❝❤❛♠♦✐s✳
❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♠♦✐s ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐t❛t ❝❧❛ss✿

❃ ✉s ❁✲ ❥♦✐♥✭❧♦❝s✱ ❡❧❡✈✮

❃ t✉s ❁✲ t❛❜❧❡✭✉s✮

❃ ♥❛♠❡s✭t✉s✮ ❁✲ ♥❛♠❡s✭t❛✈✮

❃ t✉s

▲♦✇ ▼❡❞✐✉♠ ❍✐❣❤ ❱❡r② ❍✐❣❤

✶✶ ✽✾ ✽✹ ✶✹

❚♦ st✉❞② t❤❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠♦✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✉s❡
❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐t❛t ❝❧❛ss✳ ▼❛♥❧② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s✿

wj =
uj

aj

✇❤❡r❡ uj ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t ❝❧❛ss j ❛♥❞ aj ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❤❛❜✐t❛t ❝❧❛ss j✳ ▼❛♥❧② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ✐♥ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t s✉❝❤ r❛t✐♦s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ✐♥
❡①♣❧♦r❛t♦r② ❝♦♥t❡①ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ r❛t✐♦s ♠❛② ❜❡ s❝❛❧❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡✐r s✉♠ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ t❤❛t ✐s✿

Bj =
wj
∑

i wi

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❞❡s■ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ▼❛♥❧② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷❀ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧♣ ♣❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✮✿
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❃ ❝❧❛ss✭t✉s✮ ❁✲ ◆❯▲▲

❃ t❛✈ ❁✲ t❛✈✴s✉♠✭t❛✈✮

❃ ❝❧❛ss✭t❛✈✮ ❁✲ ◆❯▲▲

❃ ✭❲✐ ❁✲ ✇✐❞❡s■✭t✉s✱ t❛✈✮✮

✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯ ▼❛♥❧②✬s ❙❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❢♦r ❞❡s✐❣♥ ■ ✯✯✯✯✯✯✯✯

❙✐❣♥✐❢✐❝❛♥❝❡ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✿

❑❤✐✷▲ ❞❢ ♣✈❛❧✉❡

✶✷✺✳✽✷✶ ✸✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵

❚❛❜❧❡ ♦❢ r❛t✐♦s ✭♣✲✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❇♦♥❢❡rr♦♥✐ ❧❡✈❡❧❂ ✵✳✵✶✷✺ ✮

✉s❡❞ ❛✈❛✐❧ ❲✐ ❙❊✳❲✐ P ❇✐

▲♦✇ ✵✳✵✺✻ ✵✳✸✽✹ ✵✳✶✹✺ ✵✳✵✹✷ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✷✾

▼❡❞✐✉♠ ✵✳✹✹✾ ✵✳✸✺✽ ✶✳✷✺✺ ✵✳✵✾✾ ✵✳✵✶✵ ✵✳✷✺✶

❍✐❣❤ ✵✳✹✷✹ ✵✳✷✶✺ ✶✳✾✼✸ ✵✳✶✻✸ ✵✳✵✵✵ ✵✳✸✾✺

❱❡r② ❍✐❣❤ ✵✳✵✼✶ ✵✳✵✹✸ ✶✳✻✷✽ ✵✳✹✶✾ ✵✳✶✸✹ ✵✳✸✷✻

❇♦♥❢❡rr♦♥✐ ❝❧❛ss❡♠❡♥t

❇❛s❡❞ ♦♥ ✾✺ ✪ ❝♦♥❢✐❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦♥ t❤❡ ❞✐❢❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❲✐ ✿

❤❛❜✐t❛t ❍✐❣❤ ❱❡r② ❍✐❣❤ ▼❡❞✐✉♠ ▲♦✇

❍✐❣❤ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❱❡r② ❍✐❣❤ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

▼❡❞✐✉♠ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

▲♦✇ ✲✲✲✲✲

❚❤❡ ✏t❛❜❧❡ ♦❢ r❛t✐♦s✑ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✭❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡s ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ▼❛♥❧② ❡t ❛❧✳
✷✵✵✷✮✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t ❤✐❣❤❡r ❡❧❡✈❛t✐♦♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♠♦✐s✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t②♣✐♥❣✿

❃ ♣❧♦t✭❲✐✮

✭♥♦t ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt✮✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛r❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ st✉❞②
♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ■■ ❛♥❞ ■■■✳

❘❡♠❛r❦ ✿ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛♥❞
t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
t❛❜❧❡ X ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜✐♥❛r② ❞❛t❛✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭✐♥ r♦✇✮ ❝♦♥t❛✐♥s
✭✶✮ ♦r ♥♦t ✭✵✮ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐t❛t t②♣❡ ✭✐♥ ❝♦❧✉♠♥✮✳ ▲❡t u ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♠♦✐s ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts u ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❋♦❝✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ✜♥❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡

✸✸



s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ✭✇✐t❤ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s
♠✐♥✉s ♦♥❡✳ ❲❡ ❝❤❛♥ ❝❤❡❝❦ ✐t ♦♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✿

❃ ❞✐s ❁✲ ❛❝♠✳❞✐s❥♦♥❝t✐❢✭s❧♦t✭❡❧❡✈✱ ✧❞❛t❛✧✮✮

❃ ♣❝✷ ❁✲ ❞✉❞✐✳♣❝❛✭❞✐s✱ s❝❛♥❂❋❆▲❙❊✮

❃ ❣♥❢ ❁✲ ❣♥❡s❢❛✭♣❝✷✱ ♣r✱ s❝❛♥❂❋❆▲❙❊✮

❲❡ ✜rst ✉s❡❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝♠✳❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡✹ t♦ ❝♦♥✈❡rt
t❤❡ ❢❛❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ t❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛❢t❡r ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
P❈❆ ♦♥ t❤✐s t❛❜❧❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ♦♥ t❤✐s t❛❜❧❡✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣r ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ◆♦✇ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ♣❧✉s
♦♥❡✿

❃ s✉♠✭❣♥❢✩❡✐❣✮

❬✶❪ ✹✳✵✵✶✺✼✷

❃ s✉♠✭❲✐✩✇✐✮

❬✶❪ ✺✳✵✵✶✺✼✷

❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❢❛❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐❜✲
✐♥❣ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛♥❞ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❤❛❜✐t❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ●◆❊❙❋❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❛② t♦ ❡①♣❧♦r❡
❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ■ st✉❞✐❡s✳

✹ ❉❡s✐❣♥ ■■ st✉❞✐❡s

✹✳✶ ❇❛s✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❞❡s✐❣♥ ■■ st✉❞✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ st✉❞✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✭❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ r❛❞✐♦✲tr❛❝❦✐♥❣✮ ❛♥❞ ❤❛❜✐t❛t ✉s❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡✱ ❜✉t ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛♥✐♠❛❧s ♦❢ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥✐❝❤❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✿
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❊❛❝❤ ❘❯ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s♦
t❤❛t t♦ ❡❛❝❤ ❘❯ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✭❣r❡② ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡
✜❣✉r❡✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✉s❡❞ ❘❯s ❞❡✜♥❡s ❛ ✏♥✐❝❤❡✑ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐✲
❝❛❧ s♣❛❝❡ ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❙♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛s ♠❛♥② ♥✐❝❤❡s ✐♥ t❤❡
❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥✐♠❛❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❘❯ ♠❛② ♣♦ss✐❜❧② ❜❡
✉s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛♥✐♠❛❧s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
✇❡✐❣❤ts ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❘❯ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❞❡s✐❣♥s✳

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✭✐✮ t❤❡
♥✐❝❤❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts✱ ✭✐✐✮ t❤❡s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♥✐❝❤❡s ❛r❡ t❤❡
♠♦st s✐♠✐❧❛r✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t②
✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ✭❤❡r❡✱ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✮ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡
♥✐❝❤❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❛ r♦✉❣❤ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭t❤❡② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜② ❛♥
❛♥✐♠❛❧✮✳ ❚❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛rr♦✇s ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❞❛t❛s❡t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❉❛♥✐❡❧
▼❛✐❧❧❛r❞ ✭❖✣❝❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢❛✉♥❡ s❛✉✈❛❣❡✮ ♦♥ t❤❡ ✇✐❧❞ ❜♦❛r✳
❋✐rst ❧♦❛❞ t❤❡ ❞❛t❛✿

❃ ❞❛t❛✭♣✉❡❝❤✮

❃ ♥❛♠❡s✭♣✉❡❝❤✮

❬✶❪ ✧r❡❧♦❝❛t✐♦♥s✧ ✧♠❛♣s✧
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❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ❤❛s t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛♣s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ✾ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛✿

❃ ♠❛♣s ❁✲ ♣✉❡❝❤✩♠❛♣s

❃ ♠✐♠❛❣❡✭♠❛♣s✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✻ ✇✐❧❞ ❜♦❛r ♦♥ t❤❡
st✉❞② ❛r❡❛✿

❃ ❧♦❝s ❁✲ ♣✉❡❝❤✩r❡❧♦❝❛t✐♦♥s

❃ ✐♠❛❣❡✭♠❛♣s✮

❃ ♣♦✐♥ts✭❧♦❝s✱ ❝♦❧❂❛s✳♥✉♠❡r✐❝✭s❧♦t✭❧♦❝s✱ ✧❞❛t❛✧✮❬✱✶❪✮✱ ♣❝❤❂✶✻✮
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❲❡ ♥♦✇ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣✱ ❢♦r ❡❛❝❤
❛♥✐♠❛❧ ✭s❡❡ t❤❡ ❤❡❧♣ ♣❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t✳♣♦✐♥ts✮✿

❃ ❝♣ ❁✲ ❝♦✉♥t✳♣♦✐♥ts✭❧♦❝s✱ ♠❛♣s✮

❃ ♠✐♠❛❣❡✭❝♣✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✿

❃ ❳ ❁✲ s❧♦t✭♠❛♣s✱ ✧❞❛t❛✧✮

❃ ❯ ❁✲ s❧♦t✭❝♣✱ ✧❞❛t❛✧✮

✇❤❡r❡ X ❛♥❞ U ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❘❯ ❛♥❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳

✹✳✷ ❚❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ❖✉t❧②✐♥❣ ▼❡❛♥ ■♥❞❡① ✭❖▼■✮ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ st✉❞②
♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❉♦❧❡❞❡❝ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✮✳ ❋✐rst t❤❡ t❛❜❧❡ X ✐s ❝❡♥tr❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇❤❛t ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♥♦♥❝❡♥tr❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✐s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st✳
▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✜♥❞s t❤❡ ✈❡❝t♦r b = (b1, b2, ..., bp) s✉❝❤ t❤❛t✿

❼ y = b1x1 + ...+ bpxp

❼

∑K

i=1
ȳ2ui =

∑K

i=1
(ȳui − ȳai)

2 ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ✭✇❤❡r❡ ȳui ✐s
t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ith ❛♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ȳai ✐s t❤❡
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♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❛♥✐♠❛❧✮

❚❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥✐❝❤❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡✹✳
▲❡t ✉s tr② ✐t ♦♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ●◆❊❙❋❆✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t ❛ ❞✉❞✐✳✯

❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ♦✉r
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝✱ ✇❡ ✜rst ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✿

❃ ♣❝ ❁✲ ❞✉❞✐✳♣❝❛✭❳✱ s❝❛♥♥❢❂❋❆▲❙❊✮

❚❤❡♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥✐❝❤❡✿

❃ ✭♥✐ ❁✲ ♥✐❝❤❡✭♣❝✱ ❯✱ s❝❛♥♥❢❂❋❆▲❙❊✮✮

◆✐❝❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❝❛❧❧✿ ♥✐❝❤❡✭❞✉❞✐❳ ❂ ♣❝✱ ❨ ❂ ❯✱ s❝❛♥♥❢ ❂ ❋❆▲❙❊✮

❝❧❛ss✿ ♥✐❝❤❡ ❞✉❞✐

✩r❛♥❦ ✭r❛♥❦✮ ✿ ✻

✩♥❢ ✭❛①✐s s❛✈❡❞✮ ✿ ✷

✩❘❱ ✭❘❱ ❝♦❡❢❢✮ ✿

❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s✿ ✶✵✳✽✾ ✵✳✾✵✼✷ ✵✳✶✺✶ ✵✳✵✹✾✻✹ ✵✳✵✶✽✹✷ ✳✳✳

✈❡❝t♦r ❧❡♥❣t❤ ♠♦❞❡ ❝♦♥t❡♥t

✶ ✩❡✐❣ ✻ ♥✉♠❡r✐❝ ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s

✷ ✩❧✇ ✻ ♥✉♠❡r✐❝ r♦✇ ✇❡✐❣t❤s ✭❝r♦ss❡❞ ❛rr❛②✮

✸ ✩❝✇ ✾ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦❧ ✇❡✐❣t❤s ✭❝r♦ss❡❞ ❛rr❛②✮

❞❛t❛✳❢r❛♠❡ ♥r♦✇ ♥❝♦❧ ❝♦♥t❡♥t

✶ ✩t❛❜ ✻ ✾ ❝r♦ss❡❞ ❛rr❛② ✭❛✈❡r❛❣✐♥❣ s♣❡❝✐❡s✴s✐t❡s✮

✷ ✩❧✐ ✻ ✷ s♣❡❝✐❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✸ ✩❧✶ ✻ ✷ s♣❡❝✐❡s ♥♦r♠❡❞ s❝♦r❡s

✹ ✩❝♦ ✾ ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✺ ✩❝✶ ✾ ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦r♠❡❞ s❝♦r❡s

✻ ✩❧s ✶✾✻✷ ✷ s✐t❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✼ ✩❛s ✷ ✷ ❛①✐s ✉♣♦♥ ♥✐❝❤❡ ❛①✐s

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t②♣✐♥❣✿

❃ ♣❧♦t✭♥✐✮

✸✽



❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❢✉❧❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✿

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜②
❡❛❝❤ ❛①✐s✳ ■t ✐s ✈❡r② ❝❧❡❛r t❤❛t ♦♥❡ ❛①✐s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠♦st ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r✿

❃ ♥✐✩❡✐❣❬✶❪✴s✉♠✭♥✐✩❡✐❣✮

❬✶❪ ✵✳✾✵✺✷✸✾✾

♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✦✦ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐s
❛❧s♦ ❡①♣r❡ss❡s ❛ ♥♦t❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t②✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r✿

❃ ♥✐✩❡✐❣❬✷❪✴s✉♠✭♥✐✩❡✐❣✮

❬✶❪ ✵✳✵✼✺✸✽✾✵✾

✼✳✺✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t②✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✾✽✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✲
✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣r❛♣❤ ✭❙❛♠♣❧❡s ❛♥❞ s♣❡❝✐❡s✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❯s
✭♥❛♠❡❞ ✏s❛♠♣❧❡s✑ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✮ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧ ✭♥❛♠❡❞
✏s♣❡❝✐❡s✑ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✕ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♣❡❝✐❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❋♦✉r ❛♥✐♠❛❧s ♦✉t ♦❢ ✻ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛
str♦♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛①✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t✇♦ ❛♥✐♠❛❧s
❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② str♦♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐s✳

✸✾



❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❛①❡s✱ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✏❱❛r✐✲
❛❜❧❡s✑✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭✐✳❡✳✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bi ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✮✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
✜rst ❛①✐s ✭str♦♥❣❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❢♦✉r ❛♥✐♠❛❧s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛r❡❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② st❡❡♣ s❧♦♣❡s ✭❞✐✣❝✉❧t ❛❝❝❡ss ❢♦r ❤✉♠❛♥✮✱ ❢❛r ❢r♦♠ tr❛✐❧s ❛♥❞ ❝r♦♣s ✭✐❞❡♠✮
❛♥❞ ❧♦✇ s✉♥s❤✐♥❡ ✭t❤✐s ❛r❡❛ ✐s ▼❡❞✐t❡rr❛♥❡❛♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ✇❛r♠ ❬♦❢t❡♥ >
✹✵✝ ❈❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ r❡❧♦❝❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛② ✐♥ s✉♠♠❡r✮✳ ❚❤❡ str♦♥❣
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐s ✭str♦♥❣❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t✇♦
❛♥✐♠❛❧s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛r❡❛s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❣r❛ss ❝♦✈❡r ✭✐t ✐s ❡❛s✐❡r ❢♦r t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s
t♦ ❤✐❞❡ t❤❡r❡✮✳

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✏❆①✐s✑ ✐s ♦❢t❡♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ P❈❆ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐✲
♥❛r② ❞✉❞✐✳✯ ❛♥❛❧②s✐s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② P❈❆ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✲
✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ P❈❆ ✐❞❡♥t✐✜❡s
t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s str✉❝t✉r✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ P❈❆ ❛♥❞ t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ♦♥ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t❤❡ str♦♥❣❡st ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s t❤❡ ♠♦st ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ s♦♠❡ st✉❞✐❡s✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♦❢
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ✭❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r t❤❛t t❤✐s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡
♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐♥ s♦♠❡ st✉❞✐❡s✮✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ❣r❛♣❤s ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ✉s✳

❆♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ❞✐s♣❧❛② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ s♣❛❝❡✱ t❤❡
s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❘❯s ♦♥ t❤❡ ❛①❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ s✐♠♣❧② ❜②✿

❃ ❧s ❁✲ ♥✐✩❧s

❃ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✭❧s✮ ❁✲ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✭♠❛♣s✮

❃ ❣r✐❞❞❡❞✭❧s✮ ❁✲ ❚❘❯❊

❃ ♠✐♠❛❣❡✭❧s✮

✹✵



❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛♣s ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ t❤❡
❛①❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r ❛♥✐♠❛❧s
s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ♥♦rt❤ ♦❢
t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛ ✭t❤✐s ❛r❡❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣♦r❣❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡r❛✉❧t r✐✈❡r✮✳

✹✳✸ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ P❈❆ ❛♥❞
t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♥♦✇
❡①♣❧❛✐♥ ✇❤②✳ ❉r❛② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ ❝♦✲✐♥❡rt✐❛
❛♥❛❧②s✐s✳ ❆ ❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲✐♥❡rt✐❛ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❉r❛② ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❉♦❧❡❞❡❝ ❛♥❞ ❈❤❡ss❡❧ ✭✶✾✾✹✮✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ ❛ r❛♣✐❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦✲✐♥❡rt✐❛ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ ✏t✇♦✲t❛❜❧❡✑ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ r❡❞✉♥✲
❞❛♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦r t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■ts ❜❛s✐❝ ❛✐♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✿ t♦ ✜♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❛❜❧❡s
❆ ❛♥❞ ❇ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ T = AtB✱ ✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ r♦✇ ✇❡✐❣❤ts
❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❚✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ ❝❡♥tr❡❞
❛♥❞ s❝❛❧❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ❝♦❧✉♠♥s ❛❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✱ t❤❡♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✜♥❞s ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ u ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❝♦❧✉♠♥s ♦❢ A ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ v ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ B s♦
t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Au ❛♥❞ ❇✈ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❝♦✲✐♥❡rt✐❛ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r♦✇s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡s A ❛♥❞ B ✭❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ♦❢ t❤❡s❡ t❛❜❧❡s ♠❛② ❡✈❡♥ ❜❡
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s✮✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ❤❡r❡ ✐s t❤❛t✿

❝♦✈(Au,Bv) = ❝♦r(Au,Bv)
√

✈❛r(Au)
√

✈❛r(Bv)
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❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢✱ s❛②✱ t❤❡ t❛❜❧❡ A ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r✐s❦ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡t✉r♥s t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢
B ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦✲✐♥❡rt✐❛ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✱
✐t ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ t❛❜❧❡ A ✐s ❝❡♥tr❡❞ ✭✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
t❛❜❧❡ ❳ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ ❜✉t t❤❡ t❛❜❧❡ B ✐s ♥♦t ✭✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
t❛❜❧❡ ❯ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛t ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡
❛♥❛❧②s✐s✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❝♦✲✐♥❡rt✐❛ ✭❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢
❝♦✲✐♥❡rt✐❛✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥✱ t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛①✐♠✐③❡s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡
st✐❧❧ ❤♦❧❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛✱ t❤❡r❡

✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ r✐s❦ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤✐s ♣❛t✲

t❡r♥✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❛♥✐♠❛❧s ♦♥ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

❚❤❡ ❣r❡② ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✉s❡❞ ❘❯s ♦❢ ✹ ❛♥✐♠❛❧s✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
■t ✐s ❝❧❡❛r ♦♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✐s
t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ✏❝❧♦s❡st✑ t♦ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥✐♠❛❧s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ✈❡r②
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ❛①✐s✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ str♦♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s ♦♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐s t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ✭❛❧❧ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t②
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✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ♥♦ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s
✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst
❛①✐s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡t✉r♥s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡
❧❛r❣❡st✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r✐s❦ t❤❛t
t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s r❡t✉r♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡
s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s✳

■ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ♠❡t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡♥ ■ ✇❛s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦✉✢♦♥ ✐♥ t❤❡ ❇❛✉❣❡s ♠♦✉♥t❛✐♥s ✭❉❛r♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ■♥ t❤✐s ♠♦✉♥✲
t❛✐♥♦✉s ❛r❡❛✱ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ str♦♥❣❧② str✉❝t✉r❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♠❛✐♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♣❛t✲
t❡r♥✱ ❛♥❞ ♥♦ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✜rst
❞✐st♦rt t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts t❛❦❡s
❛ st❛♥❞❛r❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡✿

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥
t❤✐s ❞✐st♦rt❡❞ s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❧❡❛r❡st✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✿ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ♣❧❛❝❡s ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ✭✐✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❘❯s ✭✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧✲
②s✐s✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❛❧s♦
t♦ ❛❧❧♦✇ t❤✐s ✐♥✈❡rs✐♦♥✮✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❉❛r♠♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♠✐✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❛rr②
♦✉t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✿

✹✸



❃ ❝♦♠ ❁✲ ❝❛♥♦♠✐✭♣❝✱ ❯✱ s❝❛♥♥❢❂❋❆▲❙❊✮

❆ ❢✉❧❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜❡❧♦✇✿

❃ ♣❧♦t✭❝♦♠✮

❚❤❡ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛①❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐st♦rt❡❞ t♦ s♣❤❡r❡
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ✭❝❧❡❛r ❜r❡❛❦ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✮✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣r❛♣❤ ✭❘❯s ❛♥❞ ❛♥✐♠❛❧s✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❢♦✉r ❛♥✐♠❛❧s s❡❧❡❝t str♦♥❣❧②
❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛①✐s✱ ❛♥❞ t✇♦ ❛♥✐♠❛❧s ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❛①✐s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ▼❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ s❝♦r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛①✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛r❡❛s ✇✐t❤ st❡❡♣ s❧♦♣❡s✱ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝r♦♣s ❛♥❞ ❢r♦♠ r❡❝r❡❛t✐♦♥❛❧
tr❛✐❧s✱ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♥s❤✐♥❡ ✭❜✉t t❤❡ t✇♦ ❣r❛♣❤s ♠❛② s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥✲
❞✐❝❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t✮✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s✿

❃ ♣❛r✭♠❢r♦✇❂❝✭✷✱✶✮✮

❃ ♣❧♦t✭♥✐✩❧s❬✱✶❪✱ ❝♦♠✩❧s❬✱✶❪✱

✰ ①❧❛❜❂✧❙❝♦r❡s ♦♥ t❤❡ ❢✐rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❖▼■✧✱

✰ ②❧❛❜❂✧❙❝♦r❡s ♦♥ t❤❡ ❢✐rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥✳ ❖▼■✧✮

❃ ♣❧♦t✭♥✐✩❧s❬✱✷❪✱ ❝♦♠✩❧s❬✱✷❪✱

✰ ①❧❛❜❂✧❙❝♦r❡s ♦♥ t❤❡ ❢✐rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❖▼■✧✱

✰ ②❧❛❜❂✧❙❝♦r❡s ♦♥ t❤❡ ❢✐rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥✳ ❖▼■✧✮

✹✹



❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s❡s ❤❡r❡ r❡t✉r♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ❜✉t
t❤✐s ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳

❘❡♠❛r❦ ✿ ♥♦t❡ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡
❖▼■ ❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜② ♣❛ss✐♥❣ t❤❡♠ ❛s t❤❡ r♦✇✳✇ ❛r❣✉♠❡♥t t♦
t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞✉❞✐✳✯ ❛♥❛❧②s✐s✳

✹✳✹ ❲❤❡♥ ❤❛❜✐t❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❞❡s✐❣♥ ■ st✉❞✐❡s✱ ✐t ✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ st✉❞② ❤❛❜✐t❛t
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛♥✐♠❛❧s ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❤❛❜✐t❛t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦♥ t❤❡ st✉❞②
❛r❡❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❧♦♣❡ ♠❛♣ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛✳ ❉❡✜♥❡ ❢♦✉r
❝❧❛ss❡s ♦❢ s❧♦♣❡ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❘ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝✉t✮✿

❃ s❧♦♣❡ ❁✲ ♠❛♣s❬✱✽❪

❃ s❧ ❁✲ s❧♦t✭s❧♦♣❡✱ ✧❞❛t❛✧✮❬✱✶❪

❃ ❛✈ ❁✲ ❢❛❝t♦r✭❝✉t✭s❧✱ ❝✭✲✵✳✶✱ ✷✱ ✺✱ ✶✷✱ ✺✵✮✮✱

✰ ❧❛❜❡❧s❂❝✭✧▲♦✇✧✱✧▼❡❞✐✉♠✧✱✧❍✐❣❤✧✱✧❱❡r② ❍✐❣❤✧✮✮

❃

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ✐s✿

❃ ✭t❛✈ ❁✲ t❛❜❧❡✭❛✈✮✮

❛✈

▲♦✇ ▼❡❞✐✉♠ ❍✐❣❤ ❱❡r② ❍✐❣❤

✺✹✺ ✹✻✼ ✹✼✼ ✹✼✸

▲❡t ✉s ♠❛♣ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✿

✹✺



❃ s❧♦t✭s❧♦♣❡✱ ✧❞❛t❛✧✮❬✱✶❪ ❁✲ ❛s✳♥✉♠❡r✐❝✭❛✈✮

❃ ✐♠❛❣❡✭s❧♦♣❡✮

◆♦✇✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐t❛t ❝❧❛ss ❜② ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧✳
❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐t❛t
❝❧❛ss✿

❃ ✉s ❁✲ ❥♦✐♥✭❧♦❝s✱ s❧♦♣❡✮

❃ t✉s ❁✲ t❛❜❧❡✭s❧♦t✭❧♦❝s✱✧❞❛t❛✧✮❬✱✶❪✱✉s✮

❃ ❝❧❛ss✭t✉s✮ ❁✲ ◆❯▲▲

❃ t✉s ❁✲ ❛s✳❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭t✉s✮

❃ ❝♦❧♥❛♠❡s✭t✉s✮ ❁✲ ♥❛♠❡s✭t❛✈✮

❃ t✉s

▲♦✇ ▼❡❞✐✉♠ ❍✐❣❤ ❱❡r② ❍✐❣❤

❇r♦❝❦ ✵ ✵ ✶ ✷✾

❈❤♦✉ ✷✽ ✷ ✵ ✵

❏❡❛♥ ✷✷ ✸ ✷ ✸

❑✐♥♦✉ ✻ ✵ ✷ ✷✶

❙❝❤♥♦❝❦ ✵ ✵ ✶ ✷✺

❙✉③❛♥♥❡ ✶ ✵ ✽ ✷✶

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✉s❡ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ■■ st✉❞✲
✐❡s ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❤❛❜✐t❛t t②♣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆❡❜✐s❝❤❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛♥❛✿

❃ t❛✈✷ ❁✲ ♠❛tr✐①✭r❡♣✭t❛✈✱ ♥r♦✇✭t✉s✮✮✱ ♥r♦✇❂♥r♦✇✭t✉s✮✱ ❜②r♦✇❂❚❘❯❊✮

❃ ❝♦❧♥❛♠❡s✭t❛✈✷✮ ❁✲ ♥❛♠❡s✭t❛✈✮

❃ ❝♦♠♣❛♥❛✭t✉s✱ t❛✈✷✱ t❡st ❂ ✧r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥✧✱

✰ r♥✈ ❂ ✵✳✵✶✱ ♥r❡♣ ❂ ✺✵✵✱ ❛❧♣❤❛ ❂ ✵✳✶✮

✹✻



✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❛❜✐t❛t ✉s❡ ✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ✻ ❛♥✐♠❛❧s ❛♥❞ ✹ ❤❛❜✐t❛t t②♣❡s

✶✳ ❚❡st ♦❢ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✿

r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥ t❡st

▲❛♠❜❞❛ P

✵✳✶✷✺✻✽✾✺ ✵✳✵✼✽✵✵✵✵

✷✳ ❘❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❤❛❜✐t❛ts ✭♣r♦❢✐❧❡✮✿

❤❛❜✐t❛t ❱❡r② ❍✐❣❤ ❍✐❣❤ ▲♦✇ ▼❡❞✐✉♠

❱❡r② ❍✐❣❤ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲ ✲✲✲✲✲

❍✐❣❤ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

▲♦✇ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

▼❡❞✐✉♠ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤❛❜✐t❛t
s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s
❛r❡ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❤❛❜✐t❛t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❆♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s
t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❝❛s❡✳✳✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛♥❧② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥
s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧✱ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤❛❜✐t❛t t②♣❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ t❡st❡❞ ✇❤❡t❤❡r ❤❛❜✐t❛t
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛♥✐♠❛❧s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛✈❡r❛❣❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s
♦✈❡r ❛❧❧ ❛♥✐♠❛❧s✿

❃ t❛✈ ❁✲ ❛s✳✈❡❝t♦r✭t❛✈✮

❃ ♥❛♠❡s✭t❛✈✮ ❁✲ ♥❛♠❡s✭t✉s✮

❃ ✭❲✐■■ ❁✲ ✇✐❞❡s■■✭t✉s✱ t❛✈✮✮

✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯ ▼❛♥❧②✬s ❙❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❢♦r ❞❡s✐❣♥ ■■ ✯✯✯✯✯✯✯✯

✶✳ ❚❡st ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t ❜② ❛❧❧ ❛♥✐♠❛❧s

✭❈❧❛ss✐❝❛❧ ❑❤✐✲✷ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ♠❛tr✐①✮✿

❑❤✐✷▲✶ ❞❢ ♣✈❛❧✉❡

✶✼✻✳✽✵✸✹ ✶✺✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✷✳ ❚❡st ♦❢ ♦✈❡r❛❧❧ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✿

❑❤✐✷▲✷ ❞❢ ♣✈❛❧✉❡

✸✶✶✳✺✶✺✺ ✶✽✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✸✳ ❚❡st ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✉s✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s

✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ t♦ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡

t❤❡ s❛♠❡ ♦r ♥♦t ✭❑❤✐✷▲✷ ✲ ❑❤✐✷▲✶✮✿

❑❤✐✷▲✷▼✐♥✉s▲✶ ❞❢ ♣✈❛❧✉❡

✶✸✹✳✼✶✷✶ ✸✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✹✼



❚❛❜❧❡ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❯s❡❞ ❲✐ ❙❊ ■❈❧♦✇❡r ■❈✉♣♣❡r

▲♦✇ ✵✳✷✼✼✼✼✼✽ ✵✳✸✷✺✼✶✹✷✾ ✶✳✶✼✷✺✼✶✹ ✵✳✻✶✷✶✶✹✶✸ ✲✵✳✸✺✻✸ ✷✳✼✵✶✺

▼❡❞✐✉♠ ✵✳✷✸✽✵✷✷✹ ✵✳✵✷✽✺✼✶✹✸ ✵✳✶✷✵✵✸✻✼ ✵✳✵✼✼✶✹✽✻✷ ✲✵✳✵✼✷✼ ✵✳✸✶✷✼

❍✐❣❤ ✵✳✷✹✸✶✶✾✸ ✵✳✵✽✵✵✵✵✵✵ ✵✳✸✷✾✵✺✻✻ ✵✳✶✻✸✽✼✸✶✽ ✲✵✳✵✽✵✸ ✵✳✼✸✽✹

❱❡r② ❍✐❣❤ ✵✳✷✹✶✵✽✵✺ ✵✳✺✻✺✼✶✹✷✾ ✷✳✸✹✻✺✼✽✶ ✵✳✼✷✶✵✹✽✽✸ ✵✳✺✹✺✻ ✹✳✶✹✼✺

❇♦♥❢❡rr♦♥✐ ❝❧❛ss❡♠❡♥t

❇❛s❡❞ ♦♥ ✾✺ ✪ ❝♦♥❢✐❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦♥ t❤❡ ❞✐❢❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❲✐ ✿

❤❛❜✐t❛t ❱❡r② ❍✐❣❤ ▲♦✇ ❍✐❣❤ ▼❡❞✐✉♠

❱❡r② ❍✐❣❤ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

▲♦✇ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❍✐❣❤ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

▼❡❞✐✉♠ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢r♦♠ ♦♥❡
❛♥✐♠❛❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r✲
❛❣❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s✳ ❘❛t❤❡r✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❆❣❛✐♥✱ ❛ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ❤❡❧♣ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥

r❛t✐♦s ✭❈❛❧❡♥❣❡ ❛♥❞ ❉✉❢♦✉r✱ ✷✵✵✻✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②
❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✇✐❧❞❧✐❢❡ ✇❤❡♥ ❤❛❜✐t❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳
❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
r❛t✐♦s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t W ❜❡ t❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧
✭✐♥ r♦✇✮ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐t❛t t②♣❡ ✭✐♥ ❝♦❧✉♠♥✮✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛
♥♦♥❝❡♥tr❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥s❝❛❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ W − 1✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐t❛t t②♣❡ ❛s ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧ ❛s r♦✇ ✇❡✐❣❤t ✭s❡❡ ❈❛❧❡♥❣❡ ❛♥❞ ❉✉❢♦✉r✱
✷✵✵✻✱ ❢♦r ♠♦r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝s✿

S =

P
∑

i=1

K
∑

j=1

(uij − piu+j)
2

piu+j

✇❤❡r❡ uij ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥✐♠❛❧ j ✐♥ ❤❛❜✐t❛t i✱ pi ✐s t❤❡ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉♥✐ts ✐♥ ❤❛❜✐t❛t i ❛♥❞ u+j ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥✐♠❛❧ j✳ ❚❤✐s st❛t✐st✐❝ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❲❤✐t❡ ❛♥❞ ●❛r✲
r♦tt ✭✶✾✾✵✮ t♦ t❡st ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ■■ st✉❞✐❡s✳ ❲❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣
✐s t❤❛t t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥♥❡❝ts t✇♦ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥
st✉❞✐❡s ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❛♥❞ ●❛rr♦tt ✭✶✾✾✵✮
st❛t✐st✐❝✮✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝ S
✕ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✕ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s✳

❲❡ ♥♦✇ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ♦♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❞❛t❛s❡t✱
✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✐s❡r❛✿

✹✽



❃ ✭❡✐s ❁✲ ❡✐s❡r❛✭t✉s✱t❛✈✷✱ s❝❛♥♥❢❂❋❆▲❙❊✮✮

❋❛❝t♦r✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s

✩❝❛❧❧✿ ❡✐s❡r❛✭✉s❡❞ ❂ t✉s✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❂ t❛✈✷✱ s❝❛♥♥❢ ❂ ❋❆▲❙❊✮

✩♥❢✿ ✷ ❛①✐s✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❛✈❡❞

✩r❛♥❦✿ ✸

❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s✿ ✷✺✸✳✷ ✼✾✳✵✹ ✷✳✽✻✶

✈❡❝t♦r ❧❡♥❣t❤ ♠♦❞❡ ❝♦♥t❡♥t

✶ ✩❝✇ ✹ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts

✷ ✩❧✇ ✻ ♥✉♠❡r✐❝ r♦✇ ✇❡✐❣❤ts

✸ ✩❡✐❣ ✸ ♥✉♠❡r✐❝ ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s

❞❛t❛✳❢r❛♠❡ ♥r♦✇ ♥❝♦❧ ❝♦♥t❡♥t

✶ ✩t❛❜ ✻ ✹ ♠♦❞✐❢✐❡❞ ❛rr❛②

✷ ✩❧✐ ✻ ✷ r♦✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✸ ✩❝♦ ✹ ✷ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✹ ✩❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✻ ✹ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s

✺ ✩✉s❡❞ ✻ ✹ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s

✻ ✩✇✐❥ ✻ ✹ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s

❲❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ ❛①❡s ❛❢t❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
❞✐❛❣r❛♠✿

❃ ❜❛r♣❧♦t✭❡✐s✩❡✐❣✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

❃ s❝❛tt❡r✭❡✐s✮

✹✾



❍❡r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✭❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❢♦✉r ❛♥✐♠❛❧s
✐s s❡❧❡❝t✐♥❣ ❢♦r st❡❡♣ s❧♦♣❡s ❛♥❞ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤r❡❡ ❛♥✐♠❛❧s ✐s s❡❧❡❝t✐♥❣ ❢♦r ❧♦✇
s❧♦♣❡s✮✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ■■ ❛♥❛❧②s❡s

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❝♦♥♥❡❝ts t✇♦ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s
❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❛♥❞ ●❛rr♦tt st❛t✐st✐❝✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s
✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▲❡t ✉s ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■
❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❞❛t❛s❡t✱ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❋✐rst tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡
♠❛♣ ♦❢ s❧♦♣❡s ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ t❛❜❧❡✿

❃ ❛✈❞✐s ❁✲ ❛❝♠✳❞✐s❥♦♥❝t✐❢✭❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❛✈✮✮

❃ ❤❡❛❞✭❛✈❞✐s✮

❛✈✳▲♦✇ ❛✈✳▼❡❞✐✉♠ ❛✈✳❍✐❣❤ ❛✈✳❱❡r② ❍✐❣❤

✶ ✶ ✵ ✵ ✵

✷ ✶ ✵ ✵ ✵

✸ ✶ ✵ ✵ ✵

✹ ✶ ✵ ✵ ✵

✺ ✶ ✵ ✵ ✵

✻ ✶ ✵ ✵ ✵

❚❤❡♥✱ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✿

❃ ♣❝ ❁✲ ❞✉❞✐✳♣❝❛✭❛✈❞✐s✱ s❝❛♥♥❢❂❋❆▲❙❊✮

❃ ❝♦♠✷ ❁✲ ❝❛♥♦♠✐✭♣❝✱ ❯✱ s❝❛♥♥❢❂❋❆▲❙❊✮

✺✵



◆♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s✿

❃ ❡✐s✩❡✐❣✴❝♦♠✷✩❡✐❣

❬✶❪ ✶✼✺ ✶✼✺ ✶✼✺

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭t❤✐s ❝♦♥st❛♥t ✐s
❡q✉❛❧ t♦ u++−P−1✱ ✇❤❡r❡ u++ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❛♥✐♠❛❧s
❛♥❞ P ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛❜✐t❛t t②♣❡s✮✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✿

❃ ❡✐s✩❧✐❬✱✶❪✴❝♦♠✷✩❧✐❬✱✶❪

❬✶❪ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶

✺ ❉❡s✐❣♥ ■■■ st✉❞✐❡s

✺✳✶ ❇❛s✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❞❡s✐❣♥ ■■■ st✉❞✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ st✉❞✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✭❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ r❛❞✐♦✲tr❛❝❦✐♥❣✮ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❤❛❜✐t❛t ✉s❡ ❛♥❞
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❦❡② ❛s♣❡❝t ✐s t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥✐♠❛❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥✐❝❤❡
❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✿

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢ ❘❯s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧✱ ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐t ✐s ✉s❡❞
❜② t❤❡ ❛♥✐♠❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♥✐❝❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥

✺✶



✏❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♣❛❝❡✑ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ✐t✳ ❆s ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ■■ st✉❞✐❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs ✭t❤❛t r❡❧❛t❡ ✇❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t♦
✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜② t❤❡ ❛♥✐♠❛❧✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t✮✳ ▲❡t ✉s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤♦♠❡ r❛♥❣❡
♦❢ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s✱ ❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥✿

❃ ♣❝❝ ❁✲ ♠❝♣✭❧♦❝s✮

❃ ✐♠❛❣❡✭♠❛♣s✮

❃ ♣❧♦t✭♣❝❝✱ ❝♦❧❂r❛✐♥❜♦✇✭✻✮✱ ❛❞❞❂❚❘❯❊✮

❲❡ r❛st❡r✐③❡ t❤❡s❡ ♣♦❧②❣♦♥s

❃ ❤r ❁✲ ❞♦✳❝❛❧❧✭✧❞❛t❛✳❢r❛♠❡✧✱ ❧❛♣♣❧②✭✶✿♥r♦✇✭♣❝❝✮✱ ❢✉♥❝t✐♦♥✭✐✮ ④

✰ ♦✈❡r✭♠❛♣s✱❣❡♦♠❡tr②✭♣❝❝❬✐✱❪✮✮

✰ ⑥✮✮

❃ ♥❛♠❡s✭❤r✮ ❁✲ s❧♦t✭♣❝❝✱ ✧❞❛t❛✧✮❬✱✶❪

❃ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✭❤r✮ ❁✲ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✭♠❛♣s✮

❃ ❣r✐❞❞❡❞✭❤r✮ ❁✲ ❚❘❯❊

❃ ♠✐♠❛❣❡✭❤r✮

✺✷



❲❡ ✇✐❧❧ st✉❞② ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤♦♠❡✲r❛♥❣❡ ✭t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❤❛❜✐t❛t
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✽✵✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ♣✐①❡❧s ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧✱ ❛♥❞ ♣✐①❡❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ✉s❡ ❜② t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ✭st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♣ ❜✉✐❧t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ❦❡②
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥✐♠❛❧ t♦ t❤❡
♦t❤❡r✳

✺✳✷ ❚❤❡ ❑✲s❡❧❡❝t ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ❑✲s❡❧❡❝t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ st✉❞② ✭❈❛❧❡♥❣❡
❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡
❛♥✐♠❛❧s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs ❛r❡ r❡❝❡♥tr❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥
♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♥♦♥❝❡♥tr❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ r❡❝❡♥tr❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s✿ ✐t ✜♥❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧
s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✐s t❤❡ str♦♥❣❡st ✭✐t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❖▼■ ❛♥❛❧②s✐s
✇❤❡♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛♥✐♠❛❧s✮✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❛❧❡♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳

▲❡t ✉s ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❑✲s❡❧❡❝t ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ♦✉r ❞❛t❛s❡t✳ ❋✐rst ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛
❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✿

❃ ♣❦s ❁✲ ♣r❡♣❦s❡❧✭♠❛♣s✱ ❤r✱ ❝♣✮

❃ ♥❛♠❡s✭♣❦s✮

❬✶❪ ✧t❛❜✧ ✧✇❡✐❣❤t✧ ✧❢❛❝t♦r✧

❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❛❜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ t❛❜❧❡sXi ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭r♦✇s✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦

✺✸



t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ i✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❡✐❣❤t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✱
❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❢❛❝t♦r ✐s ❛ ❢❛❝t♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ Xi ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t t❛❜✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r
❛❧❧ ♣✐①❡❧s✳

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② P❈❆ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤②
t❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② P❈❆ ✐s r❡q✉✐r❡❞✮✿

❃ ♣❝ ❁✲ ❞✉❞✐✳♣❝❛✭♣❦s✩t❛❜✱ s❝❛♥♥❢❂❋❆▲❙❊✮

❆♥❞ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❑✲s❡❧❡❝t ❛♥❛❧②s✐s✿

❃ ❦s❡❧ ❁✲ ❦s❡❧❡❝t✭♣❝✱ ♣❦s✩❢❛❝t♦r✱ ♣❦s✩✇❡✐❣❤t✱ s❝❛♥♥❂❋❆▲❙❊✮

❃ ♣❧♦t✭❦s❡❧✮

❚❤✐s ❣r❛♣❤ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❞✐❛✲
❣r❛♠ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛①✐s ❡①♣❧❛✐♥s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
❞❛t❛s❡t ✭t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst
♦♥❡✮✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❆♥✐♠❛❧s s❤♦✇s t❤❡ r❡❝❡♥tr❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs ✭✐✳❡✳
♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs s❤✐❢t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♦r✐❣✐♥✮✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛❧❧ ❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝♦r❡ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s
♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❣✐✈❡s t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤
❛❧❧♦✇s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛①❡s✳ ❍❡r❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛①✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❘❯s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❧♦✇ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✱ ❝❧♦s❡ t♦ ✇❛t❡r✱ ✇✐t❤ ❧♦✇ s✉♥✲
s❤✐♥❡✱ ❢❛r ❢r♦♠ tr❛✐❧s ❛♥❞ ❝r♦♣s✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s❧♦♣❡s✳ ❚❤✐s ❛①✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♣♣♦s❡s
t❤❡ ❛r❡❛s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣♦r❣❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡r❛✉❧t r✐✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
♣❧❛t❡❛✉✳

✺✹



❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉♥✐ts s❤♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ♦♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ♦♥ t❤✐s ❣r❛♣❤ t❤❛t
❏❡❛♥ ❛♥❞ ❈❤♦✉ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ❛❧❧ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉
✭✇✐t❤ ❛ r❡str✐❝t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s✮✱ ❙❝❤♥♦❝❦ ❛♥❞ ❇r♦❝❦ ❛r❡ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❯s ❛❧❧ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣♦r❣❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡r❛✉❧t r✐✈❡r ✭❛❧s♦
✇✐t❤ ❛ r❡str✐❝t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛①✐s✮✱ ❛♥❞ ❙✉③❛♥♥❡ ❛♥❞ ❑✐♥♦✉ ❤❛✈❡
t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❤❛❜✐t❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ❤♦♠❡ r❛♥❣❡ ✭❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡
✜rst ❛①✐s✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣r❛♣❤✱ ❧❛❜❡❧❧❡❞▼❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs s❤♦✇s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭✐✳❡✳ ♥♦♥✲
r❡❝❡♥tr❡❞✮ ♠❛r❣✐♥❛❧✐t② ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧✱ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜② t❤❡ ❛♥✐♠❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ str♦♥❣❡st s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❛♥✐♠❛❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❜❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦r❣❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡r❛✉❧t r✐✈❡r ✐s ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❤❛❜✐t❛t t❤❛t ✐s s❡❧❡❝t❡❞
✇❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

✺✳✸ ❲❤❡♥ ❤❛❜✐t❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s

❆s ❢♦r ♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥s✱ st✉❞②✐♥❣ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❤❛❜✐t❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡✈✲
❡r❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❞❡s✐❣♥s ❤❡r❡✱ ❛s t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞❡s✐❣♥
■■■ ❛r❡ ❥✉st ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡s✐❣♥ ■■✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❢❡r
t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❤❡❧♣ ♣❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

❼ ❝♦♠♣❛♥❛✿ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ■■■ st✉❞✐❡s ✭❆❡❜✐s❝❤❡r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸✮❀

❼ ✇✐❞❡s■■■✿ ▼❛♥❧② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥❀

❼ ❡✐s❡r❛✿ t❤❡ ❡✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ■■■ st✉❞✐❡s ✭❈❛❧❡♥❣❡ ❛♥❞ ❉✉❢♦✉r✱
✷✵✵✻✮✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t❍❙ s❡✈❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✇✐❧❞❧✐❢❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❜r♦t❤❡r
♣❛❝❦❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s✳

✺✺



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❡❜✐s❝❤❡r✱ ◆✳✱ ❘♦❜❡rts♦♥✱ P✳ ❛♥❞ ❑❡♥✇❛r❞✱ ❘✳ ✶✾✾✸✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❤❛❜✐t❛t ✉s❡ ❢r♦♠ ❛♥✐♠❛❧ r❛❞✐♦✲tr❛❝❦✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❊❝♦❧♦❣②✱ ✼✹✱ ✶✸✶✸✲✶✸✷✺✳

❇✐♥❣❤❛♠✱ ❘✳ ❛♥❞ ❇r❡♥♥❛♥✱ ▲✳ ✷✵✵✹✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t②♣❡ ■ ❡rr♦r r❛t❡s ❢♦r
st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❲✐❧❞❧✐❢❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱
✻✽✱ ✷✵✻✕✷✶✷✳

❇❛s✐❧❧❡✱ ▼✳✱ ❈❛❧❡♥❣❡✱ ❈✳✱ ▼❛r❜♦✉t✐♥✱ ❊✳✱ ❆♥❞❡rs❡♥✱ ❘✳ ❛♥❞ ●❛✐❧❧❛r❞✱ ❏✳▼✳ ✷✵✵✽✳
❆ss❡ss✐♥❣ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ st❛t✐st✐❝s✿ ❙♦♠❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧✲♥✐❝❤❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✷✶✶✱ ✷✸✸✲✷✹✵✳

❈❛❧❡♥❣❡✱ ❈✳ ✷✵✵✺✳ ❉❡s ♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s❡♠✐s ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡❝♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❯♥✐✈❡rs✐t❡ ❈❧❛✉❞❡ ❇❡r♥❛r❞ ▲②♦♥ ✶✳

❈❛❧❡♥❣❡✱ ❈✳✱ ❉✉❢♦✉r✱ ❆✳ ❛♥❞ ▼❛✐❧❧❛r❞✱ ❉✳ ✷✵✵✺✳ ❑✲s❡❧❡❝t ❛♥❛❧②s✐s✿ ❛ ♥❡✇
♠❡t❤♦❞ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ r❛❞✐♦✲tr❛❝❦✐♥❣ st✉❞✐❡s ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧
▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✶✽✻✱ ✶✹✸✲✶✺✸✳

❈❛❧❡♥❣❡✱ ❈✳ ✷✵✵✻✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❞❡❤❛❜✐t❛t ❢♦r t❤❡ ❘ s♦❢t✇❛r❡✿ ❛ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❤❛❜✐t❛t ✉s❡ ❜② ❛♥✐♠❛❧s✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✶✾✼✱
✺✶✻✕✺✶✾✳

❈❛❧❡♥❣❡✱ ❈✳ ❛♥❞ ❉✉❢♦✉r✱ ❆✳ ✷✵✵✻✳ ❊✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ❢r♦♠ ❛♥✐♠❛❧
r❛❞✐♦✲tr❛❝❦✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❊❝♦❧♦❣②✱ ✽✼✱ ✷✸✹✾✕✷✸✺✺✳

❈❛❧❡♥❣❡✱ ❈✳ ❛♥❞ ❇❛s✐❧❧❡✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥✐❝❤❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✺✷✱
✻✼✹✲✻✽✺✳

❈❛❧❡♥❣❡✱ ❈✳✱ ❉❛r♠♦♥✱ ●✳✱ ❇❛s✐❧❧❡✱ ▼✳✱ ▲♦✐s♦♥✱ ❆✳ ❛♥❞ ❏✉❧❧✐❡♥✱ ❏✳ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡
❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥
st✉❞✐❡s✳ ❊❝♦❧♦❣②✱ ✽✾✱ ✺✺✺✲✺✻✻✳

❈❛r♣❡♥t❡r✱ ●✳✱ ●✐❧❧✐s♦♥✱ ❆✳ ❛♥❞ ❲✐♥t❡r✱ ❏✳ ✶✾✾✸✳ ❉❖▼❆■◆✿ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞✲
❡❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛♥ts ❛♥❞ ❛♥✐♠❛❧s✳
❇✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✷✱ ✻✻✼✲✻✽✵✳

❈❤❛s❡✱ ❏✳ ❛♥❞ ▲❡✐❜♦❧❞✱ ▼✳ ✷✵✵✸✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥✐❝❤❡s✳ ▲✐♥❦✐♥❣ ❝❧❛ss ❛♥❞ ❝♦♥t❡♠✲
♣♦r❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ Pr❡ss✳

❈❤❡ss❡❧✱ ❉✳✱ ❉✉❢♦✉r✱ ❆✳ ❛♥❞ ❚❤✐♦✉❧♦✉s❡✱ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮ ❚❤❡ ❛❞❡✹ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❘ ♥❡✇s✳

❈❧❛r❦✱ ❏✳✱ ❉✉♥♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ❑✳ ✶✾✾✸✳ ❆ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❢❡♠❛❧❡ ❜❧❛❝❦
❜❡❛r ❤❛❜✐t❛t ✉s❡ ❢♦r ❛ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❲✐❧❞❧✐❢❡
▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✺✼✱ ✺✶✾✲✺✷✻

❈❧❡✈❡❧❛♥❞✱ ❲✳ ✶✾✾✸✳ ❱✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❍♦❜❛rt Pr❡ss✳

✺✻



❉❛r♠♦♥✱ ●✳✱ ❈❛❧❡♥❣❡✱ ❈✳✱ ▲♦✐s♦♥✱ ❆✳✱ ❏✉❧❧✐❡♥✱ ❏✳▼✳✱ ▼❛✐❧❧❛r❞✱ ❉✳ ❛♥❞ ▲♦♣❡③✱
❏✳❋✳ ✷✵✶✷✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛❜✐t❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❡①✐st✐♥❣ s♣❡❝✐❡s
♦❢ ♠♦✉♥t❛✐♥ ✉♥❣✉❧❛t❡s✳ ❊❝♦❣r❛♣❤②✱ ✸✺✱ ✹✹✲✺✸✳

❉♦❧❡❞❡❝✱ ❙✳✱ ❈❤❡ss❡❧✱ ❉✳ ❛♥❞ ●✐♠❛r❡t✲❈❛r♣❡♥t✐❡r✱ ❈✳ ✷✵✵✵✳ ◆✐❝❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❛❧②s✐s✿ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞✳ ❊❝♦❧♦❣②✱ ✽✶✱ ✷✾✶✹✲✷✾✷✼✳

❉♦❧❡❞❡❝✱ ❙✳ ❛♥❞ ❈❤❡ss❡❧✱ ❉✳ ✶✾✾✹✳ ❈♦✲✐♥❡rt✐❛ ❛♥❛❧②s✐s✿ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞
❢♦r st✉❞②✐♥❣ s♣❡❝✐❡s✲❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❋r❡s❤✇❛t❡r ❇✐♦❧♦❣②✱ ✸✶✱
✷✼✼✲✷✾✹✳

❉r❛②✱ ❙✳✱ ❈❤❡ss❡❧✱ ❉✳ ❛♥❞ ❚❤✐♦✉❧♦✉s❡✱ ❏✳ ✷✵✵✸✳ ❈♦✲✐♥❡rt✐❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡
❧✐♥❦✐♥❣ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ t❛❜❧❡s✳ ❊❝♦❧♦❣②✱ ✽✹✱ ✸✵✼✽✲✸✵✽✾✳

●❛❜r✐❡❧✱ ❑✳ ✶✾✼✶✳ ❚❤❡ ❜✐♣❧♦t ❣r❛♣❤✐❝ ❞✐s♣❧❛② ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✺✽✱ ✹✺✸✲✹✻✼✳

❍❛❧❧✱ ▲✳✱ ❑r❛✉s♠❛♥✱ P✳ ❛♥❞ ▼♦rr✐s♦♥✱ ▼✳ ✶✾✾✼✳ ❚❤❡ ❤❛❜✐t❛t ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❛
♣❧❡❛ ❢♦r st❛♥❞❛r❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳ ❲✐❧❞❧✐❢❡ ❙♦❝✐❡t② ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✷✺✱ ✶✼✸✕✶✽✷✳

❍✐❧❧✱ ▼✳ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ❆✳ ✶✾✼✻✳ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❛①♦♥♦♠✐❝ ❞❛t❛
✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲st❛t❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳ ❚❛①♦♥✱ ✷✺✱ ✷✹✾✲✷✺✺✳

❍✐r③❡❧✱ ❆✳✱ ❍❛✉ss❡r✱ ❏✳✱ ❈❤❡ss❡❧✱ ❉✳ ❛♥❞ P❡rr✐♥✱ ◆✳ ✷✵✵✷✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧✲♥✐❝❤❡ ❢❛❝t♦r
❛♥❛❧②s✐s✿ ❍♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❤❛❜✐t❛t s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s ✇✐t❤♦✉t ❛❜s❡♥❝❡ ❞❛t❛❄
❊❝♦❧♦❣②✱ ✽✸✱ ✷✵✷✼✲✷✵✸✻✳

❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱ ●✳ ✶✾✺✼✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳ ❈♦❧❞ ❙♣r✐♥❣ ❍❛r❜♦✉r ❙②♠♣♦s✐✉♠✱
◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✷✱ ✹✶✺✕✹✷✼✳

❏♦❤♥s♦♥✱ ❉✳ ✶✾✽✵✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉s❛❣❡ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❊❝♦❧♦❣②✱ ✻✶✱ ✻✺✲✼✶✳

▼❛♥❧②✱ ❇✳✱ ▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ▲✳✱ ❚❤♦♠❛s✱ ❉✳✱ ▼❛❝❉♦♥❛❧❞✱ ❚✳ ❛♥❞ ❊r✐❝❦s♦♥✱ ❲✳ ✷✵✵✷✳
❘❡s♦✉r❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ❛♥✐♠❛❧s✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✜❡❧❞
st✉❞✐❡s✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡r✳

P❡❜❡s♠❛✱ ❊✳ ❛♥❞ ❇✐✈❛♥❞✱ ❘✳❙✳ ✷✵✵✺✳ ❈❧❛ss❡s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❙♣❛t✐❛❧ ❞❛t❛ ✐♥
❘✳ ❘ ◆❡✇s✱ ✺✱ ✾✕✶✸✳

❚❡♥❡♥❤❛✉s✱ ▼✳ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣✱ ❋✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♠✉❧t✐✲
♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❛❧✐♥❣✱ ❞✉❛❧ s❝❛❧✐♥❣✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❢♦r q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❛t❛✳
Ps②❝❤♦♠❡tr✐❦❛✱ ✺✱ ✾✶✕✶✶✾✳

❚❤♦♠❛s✱ ❉✳ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r✱ ❊✳ ✶✾✾✵✳ ❙t✉❞② ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ t❡sts ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ r❡✲
s♦✉r❝❡ ✉s❡ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❲✐❧❞❧✐❢❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✺✹✱ ✸✷✷✕✸✸✵✳

❲❤✐t❡✱ ●✳ ❛♥❞ ●❛rr♦tt✱ ❘✳ ✶✾✾✵✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇✐❧❞❧✐❢❡ r❛❞✐♦✲tr❛❝❦✐♥❣ ❞❛t❛ ❆❝❛✲
❞❡♠✐❝ ♣r❡ss✳

✺✼



✼ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧✲

②s✐s ❜② ❏❛♠❡s ❉✉♥♥

▲❡t y ❜❡ ❛ P ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s
❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ③ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ▲❡t
❛ ❞❡♥♦t❡ ❛♥② P ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦♥❡ ✇❤♦s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡✜♥❡ ❛♥
❛①✐s ✐♥ P ✲s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ y ♦♥ t❤❡ ❛①✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② a ✐s x = aty ❛♥❞
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✿

❱❛r(xu) = atΣua

✐❢ y ✐s ❛♥② ✏✉s❡❞✑ ♣✐①❡❧✱ ❛♥❞

❱❛r(xa) = atΣaa

✐❢ y ✐s ❛♥② ✏❛✈❛✐❧❛❜❧❡✑ ♣✐①❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t Σu ❛♥❞ Σa ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✐❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ y ❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② s❝❛❧❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❋✐♥❞ a ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦♥❡ s✉❝❤ t❤❛t✿

φ = ✈❛r(xa)/✈❛r(xu) = atΣaa/a
tΣua

✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳

❲❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ φ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ a

❛♥❞ ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t t♦ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ③❡r♦s✿

∂φ

∂a
=

2Σaa

atΣua
−

(2atΣaa)Σua

(atΣua)2

❊q✉❛t✐♥❣ t❤✐s t♦ ✵ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞s✿

Σaa−

(

atΣaa

atΣua

)

Σua = 0

♦r

(Σa − φΣu)a = 0

❜② r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦r

(Σ−1
u Σa − φI)a = 0

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛✱ ❛s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r
✭s❝❛❧❡❞ t♦ ❧❡♥❣t❤ ♦♥❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Σ−1

u Σa✳ ❈❧❡❛r❧②
s♠❛❧❧❡r st❛t✐♦♥❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ φ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♠❛tr✐① ❛♥❞ ♦❝❝✉r ❛t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝✲
t♦rs✳

✺✽



❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✜♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ Σ−1

u Σa ✐s ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
Σa = TtT✱ ✇❤❡r❡ ❚ ✐s ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦t
✭❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✮ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❝❤✭✳✮✱ t❤❡♥

φ1 = ▼❛① ch(Σ−1
u Σa) = ♠❛① ch(Σ−1

u TtT) = ♠❛① ch(TΣ−1
u Tt)

✇❤❡r❡ TΣ−1
u Tt ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳ ■ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r a1 ♠✉st s❛t✐s❢②✿

(Σ−1
u Σa − φ1I)a1 = (Σ−1

u TtT− φ1I)a1 = 0 ✭✶✮

(Σ−1
u Tt − φ1T

−1)Ta1 = 0 ✭✷✮

(TΣ−1
u Tt − φ1I)Ta1 = (TΣ−1

u Tt − φ1I)b1 = 0 ✭✸✮

✇❤❡r❡ b1 = Ta1 ✐s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① TΣ−1
u Tt ❛ss♦✲

❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ φ1✳ ❈❧❡❛r❧② t❤❡♥ a1 = T−1b1 ✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ♣♦s❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✲❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♣❛✐rs ❛r❡
s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦✉♥❞✳ ■❢ t❤❡ A = (a1, ...,aP ) ❛♥❞ B = (b1, ...,bP ) r❡♣r❡s❡♥t ❝♦❧✉♠♥✲
✇✐s❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ t❤❡♥ B = TA✱ ♦r A = T−1B

✇❤♦s❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛①✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛①❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❆ ✭❛s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❛❧②s✐s✮✳

❚❤❡ ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t r❡❧❛t❡s t♦ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s D2 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❲❡ s❤❛❧❧ ✇❛♥t D2 t♦ r❡✢❡❝t ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣✐①❡❧✱ ②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥
♦❢ t❤❡ ✏✉s❡❞✑ ♣✐①❡❧s✱ µu✱ ✉s✐♥❣ Σu ❛s t❤❡ ♠❡tr✐❝✳ ❖✉r r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s t❤❛t ❛♥② ✏❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡✑ s✐t❡ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ✏✉s❡❞✑ s✐t❡ ✉♥t✐❧ ♣r♦✈❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜② t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ D2✳

D2 = (y − µu)
tΣ−1

u (y − µu) ✭✹✮

= (y − µu)
tT−1TΣ−1

u TtT−t(y − µu) ✭✇❤❡r❡ T−t = (Tt)−1) ✭✺✮

= (y − µu)
tT−1BDφB

tT−t(y − µu) ✭✇❤❡r❡ Dφ = diag(φ1, ..., φP )✭✻✮

= (y − µu)
tADφA

t(y − µu) ✭✼✮

=

P
∑

j=1

φj((y − µu)
taj)

2 ✭✽✮

=

P
∑

j=1

(

(y − µu)
taj

1/
√

φj

)2

✭✾✮

❈❧❡❛r❧② ❛♥② ❘✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❧s♦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
r❡✢❡❝t t❤❡ s♣❡❝✐❡s✲s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧✱ ❡✳❣✱

✺✾



D2
R =

R
∑

j=1

(

(y − µu)
taj

1/
√

φj

)2

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ φj > φj+1✳ ❚❤✉s✱ D2 ✐s s❡❡♥ t♦ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ y−µu ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡
❞❡r✐✈❡❞ ❛①❡s✳
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